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Das Muster
Ein Sufi vom Orden der Naqshbandis wurde gefragt:
”
Dein Ordensname bedeutet in der wo¨rtlichen U¨bersetzung ‘Die Muster-
zeichner’ oder ‘Gestalter’. Was fu¨r Muster macht ihr, und wozu dienen sie?“
Er antwortete:
”
Wir gestalten eine Menge, und es ist a¨ußerst nu¨tzlich. Hier ist ein Gleichnis
u¨ber eine solche Gestaltung:
Ein zu Unrecht gefangengesetzter Blechschmied durfte einen von seiner Frau
gewebten Teppich in Empfang nehmen. Auf diesem Teppich warf er sich Tag
fu¨r Tag nieder und verrichtete seine Gebete. Nach einiger Zeit sagte er zu seinen
Bewachern:
”
Ich bin arm und ohne Hoffnung, und ihr werdet ho¨chst ku¨mmerlich ent-
lohnt. Bringt mir Zinn und Werkzeug, und ich werde kleine Gegensta¨nde her-
stellen, die ihr zu unser aller Nutzen auf dem Markt verkaufen ko¨nnt.“
Die Gefangenwa¨chter willigten ein, und schon bald machten sie und der
Blechschmied einigen Gewinn, so dass sie sich Nahrungsmittel und allerlei An-
nehmlichkeiten leisten konnten.
Eines Tages aber, als die Aufseher zur Zelle kamen, stand die Tu¨r offen, und
er war fort.
Viele Jahre spa¨ter, die Unschuld des Mannes war la¨ngst erwiesen, fragte ihn
derjenige, der ihn ins Gefa¨ngnis geworfen hatte, wie er eigentlich entkommen
sei, welches Zaubers er sich bedient habe. Da erkla¨rte er:
”
Es ist alles eine Frage der Gestaltung und der Ausgestaltung eines Musters.
Meine Frau ist Weberin. Sie fand den Mann, der die Schlo¨sser fu¨r die Zellentu¨ren
gemacht hatte, und bekam die Mustervorlage von ihm. Dieses Muster wob sie in
den Teppich ein, genau an der Stelle, die mein Kopf fu¨nfmal am Tag beim Gebet
beru¨hrte. Ich arbeite mit Metall, und dieses Muster sah mir dem Inneren eines
Schlosses a¨hnlich. Da ersann ich den den Plan mit den Kunstgegensta¨nden, um
an das Material fu¨r einen Schlu¨ssel zu kommen - und entfloh.“
”
Das“, sagte der Naqshbandi-Sufi,
”
ist eine der Mo¨glichkeiten, wie der Mensch






Naturam cognosci per analogiam
G. W. Leibniz
1.1 Eine Welt voller Pha¨nomene
Eine der wesentlichen kognitiven Leistungen, die Kleinkinder im Laufe ihrer
ersten Lebensjahre vollbringen, ist das Erkennen, dass die Vielzahl der visuel-
len und haptischen Eindru¨cke sich besser ordnen la¨sst, wenn sie die Welt als
etwas aus getrennten Objekten Zusammengesetztes betrachten. Getrenntsein
impliziert Grenzen; die ra¨umliche Ausdehnung eines Objektes wird durch seine
Grenzfla¨chen definiert.
Sollten die herangewachsenen Kinder eines Tages Physik studieren, so wer-
den sie es als ganz natu¨rlich empfinden, diese Abstraktion weiter voran zu trei-
ben: die Grenzfla¨che, an der Ko¨rper A auf die ihn umgebende Substanz B trifft,
wird durch ζ(~r, t) = 0 beschrieben.
Das Interesse an der Entwicklung von Grenzfla¨chen kann praktischer Natur
sein, wie das von Seefahrern, die die Wellen auf der Meeresoberfla¨che studie-
ren. Oder das Ergebnis einer Grenzfla¨chenentwicklung ist a¨sthetisch reizvoll,
wie die Eiskristalle in Abbildung 1.2. Manche Grenzfla¨chenentwicklung fu¨hrt
zur Entstehung von periodischen Strukturen wie z.B. Sanddu¨nen. In anderen
Fa¨llen kommt es durch Bewegung zur Durchmischung und dem Verschwinden
der Grenzfla¨che, die Milch im Morgenkaffee kann hier als Beispiel dienen.
Die Physik der Strukturbildung interessiert sich fu¨r die Ursachen, warum
anfa¨nglich ebene Grenzfla¨chen instabil werden und komplexe Strukturen ent-
wickeln. Diese Arbeit bescha¨ftigt sich mit der Entstehung einer fingerartigen
Grenzfla¨che, die bei der elektrochemischen Abscheidung von Kupfer auftritt.
Abbildung 1.1 zeigt diese Fingermorphologie. In Abbildung 1.2 bis 1.6 sind
eine Reihe anderer physikalisch interessanter Modellsysteme dargestellt. Abbil-
dung 1.7 zeigt den charakteristischen Verlauf der Grenzfla¨che einiger Instabi-
lita¨ten.
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Abbildung 1.1: Elektrochemisch abgeschiedenes Kupfer. Die Entstehung dieser
Fingermorpholgie ist das Thema dieser Arbeit.
Abbildung 1.2: Eiskristalle gewachsen auf Fensterglas (Experiment: Sibylle
Na¨gle)
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Abbildung 1.3: Rosensweig Instabilita¨t: Ferrofluid in einem vertikalen Magnet-
feld verringert seine freie Energie durch die Ausbildung charakteristischer Sta-
chel. (Experiment: Bert Reimann)
Abbildung 1.4: Rayleigh-Taylor Instabilita¨t: eine Sand-Glyzerinmischung wird
u¨ber reines Glyzerin geschichtet. (Experiment: Camilla Vo¨ltz)
Abbildung 1.5: Rayleigh Taylor Instabilita¨t an einer aufsteigenden Reaktions-
front der Iodat-arsenige Sa¨ure-Reaktion (Experiment: Martin Bo¨ckmann)
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Abbildung 1.6: Rippelbildung: ein von Wasser u¨berstro¨mtes Sandbett wird in-
stabil. (Experiment: Christof Kru¨lle)
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Abbildung 1.7: Charakteristische Strukturen von Grenzfla¨cheninstabilita¨ten
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1.2 Physikalische Konzepte
1.2.1 Grenzfla¨chenenergie
Atome an einer Grenzfla¨che gehen einen Teil ihrer Wechselwirkungen mit den
ihnen ungleichen Atomen jenseits der Grenzfa¨che ein. Ihre potentielle Energie
unterscheidet sich daher von der der Atome im Inneren des Ko¨rpers. Wenn die
Grenzfla¨che eines Ko¨rpers bei konstantem Druck und Temperatur um dA ver-
gro¨ßert wird, muss die Arbeit dWs verrichtet werden um eine entsprechende
Anzahl von Atomen aus dem Inneren auf das Potential der Grenzfla¨che anzu-





Im Folgenden werden Vera¨nderungen der Fla¨che, die durch mechanischen
Stress verursacht werden, nicht weiter beru¨cksicht. Dann gilt:
γ = Fs = Us − TSs (1.2)
d.h. γ ist identisch mit der spezifischen freien Energie Fs der Grenzfla¨che, welche
sich wiederum aus der spezifischen inneren Energie Us der Grenzfla¨che und
der spezifischen Grenzfla¨chenentropie Ss berechnen la¨sst. Ein semi-quantitatives
Versta¨ndnis erlaubt das
Na¨chste-Nachbarn-durchbrochene-Bindungen-Modell
(englisch: Nearest-Neighbor Broken-Bond Model). Wie der Name andeutet, wer-
den zur Berechnung der potentiellen Energie Φ eines Systems nur die Wechsel-
wirkungen der Atome mit ihren unmittelbaren Nachbarn beru¨cksichtigt (Howe,
1997).
Eine fu¨r viele Metalle gute Na¨herung des Potentials eines Systems, das aus











r ist der interatomare Abstand. Der r−6-Term entspricht der Van-der-Waals-
Bindung durch induzierte Dipole, die Abstoßung der teilweise abgeschirmten
Kernladungen und das Paulische Ausschlussprinzip der sich durchdringenden
Elektronenwolken wird durch den r−12-Term modelliert. AB ist die (negative)
Bindungsenergie im Gleichgewichtsabstand r0.
An der Grenzfla¨che begegnen sich Atome der Sorten A und B. Die Ener-
giebilanz ∆ einer Bindung, die durch die Grenzfla¨che geht, beinhaltet den
Bindungsenergiegewinn AB und die energetischen Kosten des Aufspaltens je
einer halben Bindung AA bzw BB:
∆ = AB − 1/2(AA + BB) (1.4)






















Die spezifische innere Energie der Grenzfla¨che beru¨cksichtigt die Fla¨che a,




Unter Vernachla¨ssigung der Grenzfla¨chenentropie Ss (was streng genommen
nur fu¨r T = 0 gu¨ltig ist) folgt aus Gleichung 1.2:
γ ∼ ∆ (1.6)
Wenn ∆ positiv ist, dann muss Arbeit verrichtet werden, um die Grenzfla¨che
zu vergro¨ßern. Dieser Effekt wirkt bei vielen Grenzfla¨chenpha¨nomenen der In-
stabilita¨t entgegen.
In Festko¨rpern ist die Grenzfla¨chenenergie anisotrop. Ihre experimentelle
Bestimmung ist nur indirekt mo¨glich, eine U¨bersicht u¨ber die verwendeten Me-
thoden findet sich bei Adamson (1990) und Howe (1997). In Tabelle 1.1 sind
einige Ergebnisse fu¨r das in dieser Arbeit im Mittelpunkt stehende Kupfer zu-
sammengestellt.
Falls die Bindungsenergie zwischen Atomen der Sorten A und B gro¨ßer ist
als der Mittelwert der gleichatomigen Bindungsenergien, dann wird ∆ negativ
und die beiden Substanzen sind mischbar. Fu¨r hinreichend große T kann Misch-
barkeit auch im Falle kleiner positiver ∆ auftreten, da dann der Energiegewinn
durch die Mischungsentropie u¨berwiegt.
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Kupfer in Kontakt γ T Referenz
mit [mJ/m2] [K]
fest Vakuum 1370 1358 Udin et al. (1949)
fest (100) H2 1415 1203 McLean (1971)
fest Vakuum γ100γ110 = 1,2 873 Nelson et al. (1965)
fest Cu flu¨ssig 177 Turnbull & Cech (1950);
Turnbull (1950)
flu¨ssig Vakuum 1120 1413 Bondi (1953)
fest (111) 1170
fest (100) Vakuum 1280 0 Foiles et al. (1986)
fest (110) 1400
Tabelle 1.1: Grenzfla¨chenenergie von Kupfer in Kontakt mit anderen Substan-
zen. Die oberen fu¨nf Werte sind experimentelle Ergebnisse, Foiles et al. (1986)
berechnen γ aus den Bindungsenergien der Atome.
Dynamische Grenzfla¨chenenergie
γ ist ein Konzept der Gleichgewichtsthermodynamik und mischbare Substan-
zen weisen im Gleichgewicht keine Grenzfla¨che mehr auf. Dennoch untersuchen
einige Arbeiten ein Pha¨nomen, das als dynamische Grenzfla¨chenenergie bezeich-
net wird. Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass z.B. Salztropfen in Alkohol
(Quincke, 1902) oder Wassertropfen in Glyzerin (Joseph, 1990) ihre Grenzfla¨che
minimieren, obwohl es sich um mischbare Fluide handelt.
Da die Grenzfla¨che zwischen mischbaren Substanzen im Laufe der Zeit ver-
schwindet, muss eine solche dynamische Grenzfla¨chenenergie γdyn(t) von der
Zeit abha¨ngen. Die Differenz der freien Enthalpie eines Zweikomponentensyste-
mes mit einem Konzentrationsgradienten in y-Richtung und dem vo¨llig durch-







Da ∂c∂y im Laufe der Durchmischung verschwindet, gilt dies auch fu¨r γdyn.
Eine direkte Messung von γdyn(t) zwischen zwei mischbaren Silikono¨len mit
Hilfe einer Wilhelmyplatte findet sich bei Smith et al. (1981). Fu¨r t = 0 extra-
polieren sie einen Wert von γdyn = 1 mJ/m
2. Eine umfassende Einfu¨hrung in
das Thema bietet Joseph (1990).
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1.2.2 Dispersionsrelation
Die Dispersionsrelation einer Grenzfla¨cheninstabilita¨t beantwortet zwei Fragen:
Fu¨r welchen Wert des Kontrollparameters  wird die (meist) ebene Grenzfla¨che
instabil? und: Wie verla¨uft die anfa¨ngliche Phase der Instabilita¨t?
Mathematisch beruht die Dispersionsrelation auf der Annahme, dass zu Be-
ginn der Instabilita¨t die Abweichungen von der ebenen Grenzfla¨che klein sind
und daher eine Linearisierung des konstitutiven Differentialgleichungssystemes
mo¨glich ist. Damit die Entwicklung der einzelnen Moden entkoppelt, muss die
Zerlegung der Sto¨rung in den Eigenfunktionen des DGL-Systemes erfolgen. Die-
se sind bei ebenen Grenzfla¨chen die Fouriermoden.
Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass sich die Instabilita¨t durch die
zeitliche Entwicklung einer Grenzlinie h(x, t) beschreiben la¨sst. Der Ansatz fu¨r
eine sinusfo¨rmige Sto¨rung mit der Wellenzahl k lautet dann:
h(x, t) = eσt H(k) eikx (1.8)
Durch Einsetzen in das linearisierte DGL-System kann die Abha¨ngigkeit der
exponentiellen Wachstumsrate σ von der Wellenzahl k bestimmt werden. Dies
ist die Dispersionsrelation des Systems.
In der Literatur finden sich nur wenige Angaben, bis zu welcher Amplitude
eine Linearisierung gerechtfertigt ist. Fu¨r die Rayleigh-Taylor-Instabilita¨t gibt
Sharp (1984) als Kriterium an, dass das Verha¨ltnis von Amplitude der Sto¨rung
zu ihrer Wellenla¨nge kleiner als 0,1 bis 0,4 bleiben muss.
Cross & Hohenberg (1993) identifizieren in ihrem umfassenden U¨bersichtsar-
tikel zu strukturbildenden Systemen drei generische Typen von Dispersionsrela-
tionen, die in Abbildung 1.9 dargestellt sind. Eingezeichnet sind jeweils die Dis-
persionsrelation des stabilen Systems ( < 0), der marginal stabile Fall ( = 0)
und die Instabilita¨t ( > 0). Alle drei Instabilita¨tstypen existieren auch in einer































Abbildung 1.9: Die drei Grundtypen von Dispersionrelationen nach Cross &
Hohenberg (1993).
Typ I zeichnet sich dadurch aus, dass am Einsatzpunkt der Instabilita¨t die
Wellenzahl kmax der schnellst wachsenden Mode einen endlichen Wert aufweist.
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Auch fu¨r  > 0 wird nur ein beschra¨nktes Wellenzahlband um kmax instabil. Ei-
ne solche Dispersionsrelation wird z.B. bei der Bildung von Sandrippeln (Betat
et al., 1999) beobachtet.
Bei Systemen vom Typ II geht die Wachstumsrate fu¨r sehr langwellige
Sto¨rungen immer gegen Null. Fu¨r  > 0 werden daher alle Wellenzahlen zwi-
schen Null und der marginalen Wellenzahl kcrit instabil. Die Rayleigh-Taylor-
Instabilita¨t zweier unmischbarer Fluide geho¨rt in diese Kategorie.
Typ III Instabilita¨ten zeigen jeweils fu¨r die Wellenzahl Null die gro¨ßte
Wachstumsrate. Ein solches Verhalten entspricht z.B. dem Fre´edericksz-U¨ber-
gang in nematischen Flu¨ssigkristallen nahe der Schwelle.
Experimentelle Bestimmung der Dispersionsrelation
Das experimentelle Analogon zum theoretischen Ansatz in Gleichung 1.8 wa¨re
die gezielte Anregung einer einzelnen Mode auf einer sonst ebenen Grenzfla¨che.
Eine solche Untersuchung einzelner angeregter Moden bei der Rayleigh-Taylor-
Instabilita¨t findet sich z.B. bei Waddell et al. (2001). In den meisten Fa¨llen
ist jedoch eine experimentelle Kontrolle der Grenzfla¨che nicht mo¨glich und die
anfa¨ngliche Sto¨rung besteht aus Rauschen.
Ein, insbesondere vor der Verfu¨gbarkeit von CCD-Kameras und PCs, weit
verbreitetes Verfahren besteht in der Bestimmung der Mode mit der gro¨ßten
Amplitude, deren Wellenzahl wird dann mit kmax identifiziert.
Die Vermessung der gesamten Dispersionsrelation durch exponentielle An-
passungen an das Ergebnis einer Fourierzerlegung der Grenzfla¨che wurde u.a.
an folgenden Systemen durchgefu¨hrt:
- Park et al. (1984) studieren die Saffman-Taylor-Instabilita¨t von Luft in O¨l.
- Kahanda et al. (1992) und de Bruyn (1996) untersuchen die Grenzfla¨chenin-
stabilita¨t bei der elektrochemischen Abscheidung von Kupfer.
- Lange et al. (1998), Vo¨ltz et al. (2000) und Vo¨ltz et al. (2001) bestimmen
die Wachstumsraten der Rayleigh-Taylor-Instabilita¨t einer Sandsuspension, die
u¨ber eine reine Flu¨ssigkeit geschichtet wird.
- Betat et al. (1999) vermessen die Instabilita¨t eines flachen Sandbettes gegen
Rippelbildung.
- Bo¨ckmann & Mu¨ller (2000) beschreiben die dichtegetriebene Instabilita¨t an
einer autokatalytischen Reaktionsfront.
- Fernandez et al. (2002) untersuchen die Rayleigh-Taylor-Instabilita¨t an Wasser-
Glycerin-Mischungen.
Dispersionsrelationen an der Grenzfla¨che mischbarer Komponenten
Voraussetzung fu¨r solche Untersuchungen ist, dass die diffusive Durchmischung
langsam ist im Vergleich zur Entwicklung der Instabilita¨t, da sonst der Begriff
einer Grenzfla¨che keinen Sinn ergibt.
Bereits Duff et al. (1962) beobachten bei der Rayleigh-Taylor-Instabilita¨t
von u¨ber Luft oder Helium geschichteten Argon-Brom-Mischungen eine generel-
le Verringerung der Wachstumsraten. Ihre theoretischen U¨berlegungen zeigen,
dass die Diffusion insbesondere die kurzwelligen Strukturen da¨mpft.
KAPITEL 1. DIE DYNAMIK VON GRENZFLA¨CHEN 19
Tan & Homsey (1984) formulieren eine Theorie der Saffman-Taylor-Instabi-
lita¨t mischbarer Fluide. In der von ihnen untersuchten quasistatischen Na¨he-
rung fu¨hren die abflachenden Konzentrationsprofile zu einer kontinuierlichen
Verringerung von kmax und kcrit.
Hu & Joseph (1992) berechnen die Dispersionsrelation einer dichtegetrie-
bene Instabilita¨t in einer Hele-Shaw-Zelle und beru¨cksichtigen dabei auch den
Beitrag einer Grenzfla¨chenenergie aufgrund von Konzentrationsgradienten.
Vo¨ltz et al. (2001) untersuchen die Rayleigh-Taylor-Instabilita¨t einer Sand-
Glycerin-Mischung in einer Hele-Shaw-Zelle. Sie finden eine U¨bereinstimmung
zwischen einer Theorie, die auf einem Ein-Fluid-Modell mit kontinuierlich va-
riierender Dichte und Viskosita¨t basiert, und den experimentell bestimmten
Wachstumsraten.
Martin et al. (2002a) berechnen mit Hilfe der Navier-Stokes-Darcy-Gleichung
die Dispersionsrelation einer Rayleigh-Taylor-Instabilita¨t in einer Hele-Shaw-
Zelle und reproduzieren dieses Ergebnis mit einer dreidimensionalen Gittergas-
simulation. In Martin et al. (2002b) wenden sie die gleichen Methoden auf ein
Reaktions-Diffusions-System an. Dabei nehmen sie an, dass das Konzentrati-
onsprofil im mitbewegten Bezugssystem eine zeitlich konstante Form aufweist.
Die so berechneten Dispersionsrelationen befinden sich in recht guter U¨ber-
einstimmung mit den von Bo¨ckmann & Mu¨ller (2000) an dem System Iodat-
Arsenige-Sa¨ure experimentell bestimmten.
Eine ausfu¨hrliche Diskussion des Einflusses der Mischbarkeit auf die Rayleigh-
Taylor- und Saffman-Taylor-Instabilita¨t findet sich bei Bo¨ckmann (2002).
In der Dispersionsrelation von Ionisationsfronten la¨sst sich ebenfalls ein Ein-
fluss der diffusiven Bewegung der Elektronen ausmachen (Ebert, 2001): die Dif-
fusion da¨mft die Wachstumsraten fu¨r hohe k, die Werte bleiben jedoch positiv.
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1.3 Modellsysteme
In diesem Abschnitt werden drei fu¨r die weitere Diskussion wichtige Modellsy-
steme vorgestellt. Wa¨hrend die diffusionsbegrenzte Aggregation auf einem Ge-
dankenexperiment basiert, sind das Kristallwachstum aus unterku¨hlten Schmel-
zen und die viskosita¨tsverursachte Fingerbildung auch von technologischem In-
teresse.
1.3.1 Diffusionsbegrenzte Aggregation
Abbildung 1.10: Das Wachstum eines DLA-Clusters mit 473, 1012 und 5677
Partikeln. (Simulation mit einem Java-applet von Chi-Hang Lam, URL:
http://apricot.polyu.edu.hk/∼lam/dla/dla.html)
Das Modell der diffusionsbegrenzten Aggregation (englisch: Diffusion Li-
mited Aggregation, DLA) wurde von Witten & Sander (1981) vorgeschlagen.
Der Algorithmus plaziert zuna¨chst in der Mitte eines Gitters ein Saatpartikel.
Auf dem Umfang eines hinreichend großen Kreises wird ein weiteres Partikel
hinzugefu¨gt, das dann u¨ber das Gitter diffundiert. Wenn es einen dem urspru¨ng-
lichen Partikel benachbarten Gitterplatz erreicht, beendet es seine Bewegung
und wird Teil des Aggregates. Jedesmal wenn dies geschieht, wird ein neues
Partikel gestartet. Abbildung 1.10 zeigt drei verschiedene Wachstumsstadien
eines DLA-Clusters. Eine U¨bersicht aktueller Forschungsergebnisse zu diesem
Modell findet sich bei Halsey (2000).
Witten & Sander (1981) zeigen, dass fu¨r die lokale Wachstumsgeschwindig-
keit v eines DLA-Clusters im Kontinuumslimit gilt:
v ∼ ∇u(~r, t) (1.9)
wobei das Feld u(~r, t) die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass sich am Ort ~r





Da der Algorithmus immer nur ein einzelnes Teilchen u¨ber das Gitter wan-
dern la¨sst, vera¨ndert sich die Grenzfla¨che des Aggregates wa¨hrend des Diffu-
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sionsprozesses nicht. Somit bleibt auch die Wahrscheinlichkeitsverteilung kon-
stant und Gleichung 1.10 kann geschrieben werden als:
∇2u = 0 (1.11)
Der Algorithmus entha¨lt keine Komponente, die den Einfluss einer Grenz-
fla¨chenenergie simuliert 1. Lediglich die endliche Partikelgro¨ße verhindert Singu-
larita¨ten auf immer kleineren La¨ngenskalen. Da oberhalb der Partikelgro¨ße kei-
ne weiteren La¨ngenskalen existieren, sind die wachsenden Strukturen selbsta¨hn-
lich. DLA-Cluster avancieren damit zum Prototyp eines Fraktals: ein System,
bei dem das Maß einer Eigenschaft P wie z.B. Masse oder Volumen mit der
Messauflo¨sung b skaliert wie:
P = k · b−f (1.12)
wobei die fraktale Dimension f in der Regel keine natu¨rliche Zahl ist.
Die fraktale Dimension eines in zwei Dimensionen wachsenden radialen
DLA-Clusters bestimmen Davidovitch et al. (2000) mit der Hilfe konformer
Abbildungen zu: fDLA = 1,713 ± 0,003. Fu¨r in planarer Geometrie wachsende
Cluster leiten Mandelbrot et al. (1995) aus Messungen auf den Umfangslini-
en radialer Cluster eine fraktale Dimension von fDLA = 1,65 ab. Die Relevanz
dieser Ergebnisse zeigt u.a. die Studie von Malcai et al. (1997): Im Zeitraum
1990-1996 wurden in den Journalen Physical Review A-E und Physical Review
Letters 29 experimentelle Arbeiten zur fraktalen Dimension von Aggregations-
systemen vero¨ffentlicht. In 17 Fa¨llen liegen die Ergebnisse fu¨r f im Intervall
1,65 ± 0,15, vier weitere Ergebnisse liegen im Intervall 2,55 ± 0,15, was dem
Wert fu¨r DLA in drei Dimensionen entspricht.
1Eine derartige Erweiterung des Algorithmus wird von Vicsek (1984) vorgestellt.
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1.3.2 Kristallwachstum
Durch Wachstumsprozesse entstandene Ko¨rper lassen sich pha¨nomenologisch
in zwei Klassen unterscheiden: Facettierte Ko¨rper, wie z.B. Bergkristalle oder
Kochsalzkristalle, und filigrane Strukturen, wie die in Abbildung 1.2 dargestell-
ten Eiskristalle. Physikalisch korrospondiert dieser Unterschied zu der Frage,
welcher der langsamere und damit die Wachstumsgeschwindigkeit, bestimmen-
de Prozess ist: die Kinetik der Anlagerung oder der mit dem Wachstum ver-
bundene Transportprozess (Kassner, 1995).
Kinetikkontrolliertes Wachstum
Dieser Grenzfall liegt vor, wenn der Antransport von Substanz schnell ist, relativ
zur Geschwindigkeit mit der die Atome in die Grenzfla¨che eingebaut werden. Die
Wachstumsform wird dann vom Wechselspiel zweier Mechanismen bestimmt:
der Anlagerung eines neuen Adatoms an einer bereits bestehenden atomaren
Stufe und der Schaffung einer neuen Stufe (Nukleation).
Wa¨hrend der Nukleation muss die Aktivierungsenergiebarriere ∆Gkrit durch
die thermische Energie kBT u¨berwunden werden. Die freie Energie ∆G(N) ei-
nes Keimes aus N Atomen ergibt sich aus der Summe des Gewinnes an freier
Energie, der proportional zur Anzahl N der Atome im Keim ist, und der zusa¨tz-
lichen Grenzfla¨chenenergie der Stufe, die mit
√
N anwa¨chst. Wenn der Keim
durch Fluktuationen auf seine kritische Gro¨ße Nkrit angewachsen ist, erreicht
die freie Energie ihren maximalen Wert ∆Gkrit. Jedes weitere Adatom verrin-
gert ∆G und vergro¨ßert damit die Wahrscheinlichkeit, dass der Keim weiter







Im Gegensatz dazu ist die Anlagerung eines Atoms an einer bereits beste-
henden Stufe energetisch vorteilhaft. Kinetikkontrolliertes Wachstum liegt dann
vor, wenn die Nukleationsrate gering ist, relativ zu der Zeit, die bereits beste-
hende Stufen beno¨tigen, um bis zum Rand des Festko¨rpers zu wachsen und
dabei glatte Fla¨chen auszubilden.
Die konkrete Form des Kristalls ist abha¨ngig von der Anisotropie der Grenz-
fla¨chenenergie und la¨sst sich im Gleichgewicht mit Hilfe der Wulfkonstruktion
vorhersagen. In der Praxis relevant ist weiterhin das Wachstum an Schrauben-
versetzungen, das zu pyramidenfo¨rmigen Strukturen fu¨hrt (Howe, 1997).
Transportkontrolliertes Wachstum
Falls ∆Gkrit sehr viel kleiner ist als kBT , dann sind immer genu¨gend Nuklea-
tionskeime an der Grenzfla¨che vorhanden und die Wachstumsform ha¨ngt vom
Nachschub an Baumaterial und damit vom Transportprozess ab.
Im einfachsten Fall ist der Transportprozess diffusiv. Das Paradebeispiel
hierfu¨r ist ein Kristall, der in einer unterku¨hlter Schmelze wa¨chst, d.h. die Tem-
peratur weit entfernt von der Grenzfla¨che Tbulk ist kleiner als die Schmelztem-
peratur TM.
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Die Bewegung der Grenzfla¨che mit der Normalengeschwindigkeit vn ist gleich-
bedeutend mit der Erstarrung von Material bei der Temperatur Tgr, wobei Tgr,
wenn die Kru¨mmung zuna¨chst vernachla¨ssigt wird, mit TM identisch ist. Dabei
wird die latente Wa¨rme Ql freigesetzt, die per Wa¨rmeleitung
2 abtransportiert
werden muss. Somit folgt fu¨r vn:
vn = − λ
Ql
∇T (1.14)








wobei ρ und cp die Dichte und die spezifische Wa¨rmekapazita¨t der Schmelze
repra¨sentieren.
Abbildung 1.11 illustriert die aus Gleichung 1.14 und 1.15 folgende Insta-
bilita¨t einer ebenen Grenzfla¨che: der kleine Vorsprung der Front an Punkt a
erfa¨hrt einen gro¨ßeren Temperaturgradienten, kann seine latente Wa¨rme besser







Abbildung 1.11: Mechanismus der Mullins-Sekerka-Instabilita¨t. Die gestrichel-
ten Linien sind Isothermen, die Pfeile visualisieren die unterschiedliche Wachs-
tumsgeschwindigkeit an den Punkten a und b.
Als stabilisierender Faktor wirkt die von der Grenzfla¨chenenergie γ verur-







Die gro¨ßere Kru¨mmung an Punkt a fu¨hrt zu einem im Vergleich zu Punkt b
niedrigeren Tgr, die die Front erreichen muss, ehe die Erstarrung einsetzt.
2Der Transportprozess besteht somit aus einem Abtransport von Wa¨rme und nicht einem
Antransport von Material, dies schra¨nkt jedoch die Universalita¨t des Beispiels nicht ein.
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Die Dispersionsrelation
σ = V k − (γ + γ ′′)2λTM
Q2l
k3 (1.17)
dieses Systems wurde zuerst von Mullins & Sekerka (1964) fu¨r den Fall der
Erstarrung einer unterku¨hlten bina¨ren Legierung studiert, daher wird die In-
stabilita¨t auch als Mullins-Sekerka-Instabilita¨t bezeichnet.
Eine wichtige Rolle bei der Selektion der Wachstumsform spielt die Aniso-
tropie der Grenzfla¨chenenergie. Große Anisotropien fu¨hren zu dem Wachstum
von Dendriten mit einem klar ausgezeichneten Hauptast, wie dies in Abbil-
dung 1.12 zu sehen ist. Bei sehr kleinen Werten spaltet die Spitze der Front
sich immer wieder in neue A¨ste auf, was zur so genannten Seetang-Morphologie
fu¨hrt.
Abbildung 1.12: Xenondendrit gewachsen aus einer unterku¨hlten Schmelze. Die
Bildbreite betra¨gt 600 µm. (Bild: Herman Singer)
Das Morphologiediagramm (Kassner, 1996) sagt fu¨r mindestens zwei Be-
reiche des Parameterraumes das Wachstum selbsta¨hnlicher Strukturen voraus.
Experimentell beobachtet wird Selbsta¨hnlichkeit mit einer fraktalen Dimensi-
on 1,42 u.a. bei dem Wachstum von Xenondendriten in unterku¨hlten Schmel-
zen (Bisang & Bilgram, 1996).
KAPITEL 1. DIE DYNAMIK VON GRENZFLA¨CHEN 25
1.3.3 Viskosita¨tsverursachte Fingerbildung
Viskosita¨tsverursachte Fingerbildung (englisch: viscous fingering) wird meistens
in dem in Abbildung 1.13 skizzierten experimentellen Aufbau untersucht: Zwi-
schen zwei parallelen Glasplatten mit dem Abstand d befindet sich ein Fluid
1 der Viskosita¨t η1. Ein Fluid 2 wird mit einem a¨ußeren U¨berdruck ∆p in die
Zelle gepresst, die Grenzfla¨che der beiden Fluide bewegt sich dabei mit der
Geschwindigkeit v. Diese Art Zellen wird auch Hele-Shaw-Zellen genannt, nach





Abbildung 1.13: Skizze eines viscous fingering Experimentes.
Die Bedeutung des Wortes Fingerbildung wird in Abbildung 1.14 deutlich:
Wenn ein weniger viskoses Fluid ein viskoseres verdra¨ngt, ist die Grenzfla¨che
instabil gegen die Entstehung fingerartiger Strukturen.
Abbildung 1.14: Luft treibt Glyzerin in einer Hele-Shaw-Zelle mit Plattenab-
stand 500 µm. (Experiment in Kooperation mit Martin Bo¨ckmann.)
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Der große Vorteil von Hele-Shaw-Zellen liegt in der Vereinfachung der Hy-
drodynamik. In vielen Fa¨llen kann die Stro¨mungskomponente senkrecht zu den
Zellwa¨nden vernachla¨ssigt werden. Durch Mittelung u¨ber die Kanalbreite wird






Darcy (1856) zeigt, dass bei der Durchstro¨mung poro¨ser Medien der gleiche
funktionale Zusammenhang: ~v ∼ ∇p gilt. Daher eignen sich Hele-Shaw-Zellen
auch zum Studium geologischer Stro¨mungsprobleme. Ein bedeutender Teil der
Forschung zur viskosita¨tsverursachten Fingerbildung wird von der O¨lindustrie
gefo¨rdert, die sich bei dem Versuch mit Hilfe von Wasser O¨l aus dem Gestein
zu verdra¨ngen einer a¨hnlichen Instabilita¨t gegenu¨ber sieht.
Wenn die beiden Fluide als inkompressibel angenommen werden ko¨nnen,
folgen aus Gleichung 1.18 und der Kontinuita¨tsgleichung:
0 = ∇2p (1.19)
Gleichung 1.18 und 1.19 fu¨hren zu dem gleichen Instabilita¨tsmechanismus
wie im Falle des Kristallwachstums: Ein kleiner Vorsprung in einer ansonsten
ebenen Grenzfla¨che erfa¨hrt einen gro¨ßeren Druckgradienten und wa¨chst daher
schneller als der Rest der Front. Stabilisierend wirkt wiederum die Grenzfla¨chen-
energie γ, die an der Grenzfla¨che einen kru¨mmungsabha¨ngigen Druckanstieg
∆p = 2γκ erzeugt.









In der gleichen Arbeit zeigen sie auch, wie sich mit Hilfe der Methode der kon-
formen Abbildungen ein einzelner Finger in einem Kanal analytisch beschrei-
ben la¨sst. Abbildung 1.15 zeigt eine so berechnete Fingerhu¨llkurve und das
Stro¨mungsfeld im viskoseren Fluid. Aufgrund dieser Vero¨ffentlichung wird die
viskosita¨tverursachte Fingerbildung auch Saffman-Taylor-Instabilita¨t genannt.
Eine U¨bersicht u¨ber aktuelle experimentelle Arbeiten findet die Leserin bei Mc-
Cloud & Maher (1995).
Patterson (1984) weist als erster auf die Analogie zwischen Gleichung 1.9
und 1.18 sowie zwischen Gleichung 1.11 und 1.19 hin. DLA kann somit als eine
stochastische Version des “viscous fingering “Experimentes verstanden werden.
Im Gegensatz zur DLA fu¨hrt die Grenzfla¨chenenergie γ jedoch eine La¨ngen-
skala in das System ein. Dies wirft die Frage auf, ob die viskosita¨tsverursachten
Finger dennoch selbsta¨hnliche Eigenschaften aufweisen.
Die erste Bestimmung einer fraktalen Dimension erfolgt durch Nittmann
et al. (1985) an einer Hele-Shaw-Zelle, in der Wasser eine scherverdu¨nnende
Polymerlo¨sung verdra¨ngt. Da beide Fluide mischbar sind, ist die Grenzfla¨chen-
energie vernachla¨sigbar. Die fraktale Dimension der Grenzlinie betra¨gt 1,39.
Ben-Jacob et al. (1986) untersuchen die Verdra¨ngung von Glyzerin durch
Sauerstoff und beobachten, dass die Absta¨nde zwischen den Fingern nicht mit
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Abbildung 1.15: Stro¨mungsfeld um einen Saffman-Taylor Finger in einem Kanal
(Abbildung: Peter Kohlert)
der Gro¨ße des Objektes skalieren, sondern durch Aufspaltung der Fingerspitzen
konstant bleiben. Fu¨r diese Art von Wachstumspha¨nomenen, die eine intrinsi-
sche La¨ngenskala aufweisen und daher nicht selbsta¨hnlich sind, schlagen sie den
Ausdruck
”
Dense Branching Morphology“ vor.
Dieses Ergebnis steht im Widerspruch zu den Messungen von Rauseo et al.
(1987): wenn Stickstoff Paraffino¨l verdra¨ngt, wa¨chst die von dem Gas einge-
nommene Fla¨che proportional zu ihrem Tra¨gheitsradius hoch 1,79.
Couder (1988) zeigt, dass die von Ben-Jacob et al. (1986) verwendeten Ple-
xiglasplatten den untersuchten Dru¨cken nicht gewachsen sind und sich daher
leicht nach außen durchbiegen. Diese Inhomogenita¨t des Plattenabstandes ver-
ursacht den beobachteten Effekt. In eigenen Experimenten wird die fraktale
Dimension der Grenzlinie mit dem in Abschnitt 5.3.1 beschriebenen Ka¨stchen-
Za¨hl Verfahren zu 1,76 bestimmt.
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1.3.4 Parallelen
Die in den letzten drei Abschnitten vorgestellten Systeme weisen eine Reihe von
U¨bereinstimmungen auf, die in Tabelle 1.2 zusammengefasst sind. Kessler et al.
(1988), Pelce´ (1988), Langer (1989), Ben-Jacob & Garik (1990) und Stanley
(1991) versuchen anhand dieser Analogien zu den generischen Prinzipien der
Grenzfla¨chendynamik vorzustoßen. Sie fu¨gen dabei Systeme wie Elektrodeposi-
tion, Flammenfronten in einem Kanal oder den dielektrischer Durchbruch der
Liste hinzu.




Feldgleichung 0 = ∇2p ∂T∂t ∼ ∇2T 0 = ∇2u
lokale Geschw. vn ∼ ∇p vn ∼ ∇T vn ∼ ∇u





Dispersionsrel. σ ∼ q k − r k3 σ ∼ q k − r k3 —
Tabelle 1.2: “Stein von Rosetta“ der Grenzfla¨chendynamik
Die Frage, ob DLA und Laplace-Wachstum tatsa¨chlich der gleichen Uni-
versalita¨tsklasse angeho¨ren, wird aktuell wieder diskutiert: Barra et al. (2001)
glauben mit einer auf konformen Abbildungen beruhenden Methode zeigen zu
ko¨nnen, dass Laplace-Wachstum zu einer signifikant ho¨heren fraktalen Dimen-
sion fu¨hrt als DLA.
Alle hier besprochenen Systeme zeichnen sich durch einen Transportprozess
(bzw. Feldgleichung) diffusiver Art aus. Im na¨chsten Kapitel wird gezeigt, dass
bei der in dieser Arbeit untersuchten Elektrodeposition auch der konvektive
Transport eine wichtige Rolle spielt.
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1.4 Aufbau der Arbeit
Ziel der Arbeit ist es, zum Versta¨ndnis des in Abbildung 1.1 dargestellten elek-
trodeposiven Fingerbildungspha¨nomens beizutragen.
In Kapitel 2. werden zuna¨chst die elektrochemischen Grundlagen vorgestellt,
um dann den Stand der Forschung zur Strukturbildung in der Elektrodeposi-
tion zusammenzufassen. Eine Vertiefung erfahren dabei die Theorie der dich-
tegetriebenen Konvektion und die vor dieser Arbeit bekannten Ergebnisse zu
Fingermorphologie.
Kapitel 3. und 4. geben einen U¨berblick u¨ber die verwendeten experimen-
tellen Aufbauten und Auswertungsalgorithmen.
Im Mittelpunkt von Kapitel 5. stehen die geometrischen Eigenschaften der
Finger. Inbesondere wird versucht die Frage zu beantworten, ob die Fingerhu¨ll-
kurve ein Fraktal ist.
Kapitel 6. bescha¨ftigt sich mit der Bestimmung der Dispersionsrelation und
deren Abha¨ngigkeit von den experimentellen Parametern. Die Ergebnisse erlau-
ben einen ersten Vergleich mit theoretischen Vorhersagen.
Die sich aufgrund der chemischen Reaktionen an den Elektroden a¨ndernde
Dichte treibt Konvektionsrollen innerhalb des Elektrolyten an. Diese werden
durch die Zugabe von Tracerpartikeln visualisiert und vermessen; die Ergebnisse
finden sich in Kapitel 7.
Kapitel 8. bescha¨ftigt sich mit dem Einfluss der wa¨hrend eines Experimentes
dissipierten elektrischen Energie 3. Mit einer Infrarotkamera wird untersucht,
ob Temperaturgradienten auftreten, die zu den Konvektionsrollen in relevanter
Weise beitragen.
Kapitel 9. fasst die Ergebnisse zusammen und diskutiert die Auswahl an
Fingerbildungsmechanismen, die mit den Messungen kompatibel sind.
In den Appendices werden Detailfragen der verwendeten CCD-Kamera und
Aufnahmeoptik diskutiert und ein Verfahren zur genauen Dichtebestimmung
bei Fluiden vorgestellt.
Die wichtigsten der in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse wurden in
Schro¨ter et al. (2002a) und Schro¨ter et al. (2002b) vero¨ffentlicht.
3Aufgrund des geringen Zellvolumens von typischerweise ≤ 1 cm3 wu¨rde ein Elektrolyt, der
einer elektrische Leistung von 500 mW ausgesetzt ist, in einer vollsta¨ndig thermisch isolierten
Messzelle nach 500 s zu kochen beginnen.
Kapitel 2
Elektrodeposition
Imagine a thin-walled copper vessel about the size of a number 8
torch battery, an iron rod set axially in it and separated from the
copper cylinder by means of a bung made of asphalt and by a thin
layer of asphalt on the bottom of the vessel. ...... Put some acid
in the copper vessel - any acid, vinegar will do, - and, - hey, presto!
- you have a simple cell which will generate a voltage and give a
current of electricity. ...... Now tell the physicist that simple
cells such as I have described have been excavated by archeologists
in the vicinity of Baghdad, at levels corresponding to the Parthan
period ranging from 250 B.C. to 250 A.D. and he will scoff.
Walter Winton
In diesem Kapitel werden einige Grundlagen der Elektrodeposition vorgestellt:
Abschnitt 2.1 beschreibt die Elektrochemie der Metallabscheidung. Abschnitt 2.2
bescha¨ftigt sich mit den bei der Elektrodeposition auftretenden Strukturbil-
dungspha¨nomen. Ein wichtiger Transportprozess im Elektrolyten sind dichte-
getriebene Konvektionsrollen, deren Theorie in Abschnitt 2.3 vorgestellt wird.
Abschnitt 2.4 fasst die bisherigen Arbeiten zur Fingermorphologie zusammen.
2.1 Elektrochemie
An der Grenzfla¨che zwischen einem Metall und einem Elektrolyten, der das ent-
sprechende Metallion Mez+(aq) entha¨lt, findet besta¨ndig eine Austauschreaktion
statt:
Me 
 Mez+(aq) + z e
− (2.1)
Im thermodynamischen Gleichgewicht sind die Reaktionsraten von Hin- und
Ru¨ckreaktion identisch. Die dabei stattfindende Bewegung von Elektronen e−
durch die Grenzfla¨che qualifiziert das System als Elektrode.
Das Ruhepotential ΦMe/Mez+ des Metalles (bezogen auf eine Normal-Wasser-
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Φ0Me/Mez+ ist das Normal-Potential des Metalles, z die Ladungszahl seines Ions,
F die Faraday-Konstante (96485 A s/Mol), R die molare Gaskonstante (8,314 J/
KMol) und T die Temperatur. a steht fu¨r die Aktivita¨t, wobei fu¨r reine Me-
talle definitionsgema¨ß gilt: aMe = 1. Im Folgenden wird meist von hinreichend
verdu¨nnten Lo¨sungen die Rede sein, so dass die Aktivita¨t durch die Konzentra-
tion c ersetzt werden kann.
Wenn eine a¨ußere Spannung an die Elektrode angelegt wird, so verschiebt
sich deren Potential Φ und die Elektrode verla¨sst das thermodynamische Gleich-
gewicht. Ein Maß fu¨r die Abweichung ist die U¨berspannung η (englisch: over-
potential):
η = Φ− ΦMe/Mez+ (2.3)
Je nach Vorzeichen von η wird entweder die Hin- oder die Ru¨ckreaktion in
Gleichung 2.1 versta¨rkt. Der ersten Fall fu¨hrt zu einer Auflo¨sung des Metalls
und die Elektrode wird zur Anode, im zweiten Fall scheidet sich neues Metall
an der Katode ab. In beiden Fa¨llen kommt es zu einem Nettofluss von e− durch
die Grenzfla¨che, welcher eine Stromdichte j verursacht.
Aufgrund des Faradayschen Gesetzes ist j direkt proportional zur Strom-





Mit Hilfe des molaren Volumens VMol kann dann die Normalengeschwindigkeit





Die Abha¨ngigkeit der Stromdichte von der U¨berspannung j = f(η) ist eine der
zentralen Fragestellungen der Elektrochemie. In Analogie zu Abschnitt 1.3.2
ko¨nnen zwei Regime unterschieden werden:
Kinetikkontrollierte Abscheidung
Die Nukleationsgeschwindigkeit an Einkristalloberfla¨chen wird von Budevski
et al. (1996) mit Hilfe der von ihnen entwickelten Konstant-Spannungs-Doppel-
Puls-Technik untersucht. Fu¨r die Grenzfla¨che zwischen Ag(100) und 6M AgNO3
Lo¨sung bestimmen sie ein ∆Gkrit von 6,9 · 10−20 J bei einer U¨berspannung von
13 mV und einer Temperatur von 318 K. Die entspricht Nukleationsraten von
5 · 104 cm−2s bis 5 · 107 cm−2s. Da der Gewinn an freier Energie proportional
zur U¨berspannung ist, nimmt ∆Gkrit mit 1/η ab. Die meisten Experimente zur
Strukturbildung werden mit U¨berspannungen von einigen Volt durchgefu¨hrt,
daher kann die Nukleation als schneller Schritt angenommen werden.
Der Transport der Ionen durch die geladene Doppelschicht, die sich un-
mittelbar vor den Elektroden aufbaut, verursacht bei kleinen U¨berspannungen
ebenfalls eine kinetische Hemmung (Hamann & Vielstich, 1998). Diese wird
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j0 ist die Austauschstromdichte der Reaktion 2.1 im thermodynamischen Gleich-
gewicht und α der Durchtrittsfaktor, dessen Wert fu¨r die meisten Elektroden
zwischen 0,4 und 0,6 liegt.
Die chemische Zusammensetzung des Elektrolyten kann ebenfalls den Me-
chanismus der Abscheidung beeinflussen. Zum Beispiel ha¨ngt die kristallogra-
phische Orientierung von Cu2O Filmen, die aus Kupferlactatlo¨sungen abge-
schieden werden, vom pH-Wert ab, wie Golden et al. (1996) zeigen.
Transportkontrollierte Abscheidung
In der Elektrochemie wird der Elektrolyt meist als aus zwei Zonen bestehend
angenommen. Unmittelbar vor der Elektrode befindet sich die Nernstsche Dif-
fusionsschicht, in der der Transport der Ionen allein durch Diffusion gema¨ß des
1. Fickschen Gesetz J = D ∂c∂y mit der Diffusionskonstante D stattfindet. Jen-
seits dieser Schicht befindet sich ein großes Reservoir, in dem natu¨rliche oder
erzwungene Konvektion fu¨r genu¨gend Mischung sorgt, um die Konzentration
cbulk konstant zu halten. Die Dicke δN der Nernstschen Diffusionsschicht kann
je nach Sta¨rke der Konvektion im Reservoir auf 1 µm bis 500 µm anwachsen
(Hamann & Vielstich, 1998).
Die zeitliche Entwicklung des Konzentrationsprofiles innerhalb der Nernst-
schen Diffusionsschicht ist von mehreren Faktoren abha¨ngig: Sta¨rke der angeleg-
ten Spannung bzw. Stromdichte , cbulk und Stro¨mungsverha¨ltnisse im Reservoir.
Fu¨r eine gegebene Ausdehnung δN der Nernstschen Diffusionsschicht existiert





die sich dann einstellt, wenn die Konzentration unmittelbar an der Katode auf
Null abgefallen ist. Die dafu¨r beno¨tigte Zeit wird auch als Sands-Zeit bezeichnet,
nach Sand (1901), der ihre Abha¨ngigkeit von cbulk bestimmte. Die Sands-Zeit
markiert bei den meisten in diesem Kapitel vorgestellten Systemen den Beginn
der Instabilita¨t der Grenzfla¨che (Argoul et al., 1996).
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2.2 Elektrodeposition und Strukturbildung
In der industriellen Galvanik liegt das Ziel in der Abscheidung kompakter
und glatter Metallschichten auf dem Werkstu¨ck (Dettner & Elze, 1963). Die
in der Strukturbildung untersuchten Deposite sind in der Klassifizierung von
Fischer (1954) dem
”
feldorientierten Isolationstyp“ (Isolation im Sinne von al-
lein stehend) zuzuordnen. Ihre Entstehung ist beim Galvanisieren hochgradig
unerwu¨nscht und wird durch die Zugabe organischer Inhibitoren unterdru¨ckt.
Die fu¨r Strukturbildungsexperimente verwendeten galvanischen Zellen sind
meist von der Art, wie sie in Abbildung 2.1 dargestellt ist. Zwei parallele Elek-
trodendra¨hte vom Durchmesser d dienen als Abstandshalter fu¨r zwei begren-
zende Glasplatten. Der Zwischenraum wird mit Elektrolyt gefu¨llt. Diese quasi-
zweidimensionale Bauweise ermo¨glicht eine einfache Beobachtung des Deposits.
In Abschnitt 1.3.3 wird gezeigt, dass sich in solchen Hele-Shaw-Zellen auch oft
die Hydrodynamik vereinfachen la¨sst. Dies ist in der Elektrodeposition jedoch
nicht der Fall, wie im Folgenden dargestellt wird.
Abbildung 2.1 zeigt auch das Koordinatensystem, das im weiteren Verlauf
der Arbeit zugrunde gelegt wird: die x-Achse verla¨uft parallel zu der Katode,
die y-Achse zeigt von der Katode zur Anode und die z-Achse steht rechtwinklig
auf den Glasplatten.
Abbildung 2.1: Quasi-zweidimensionale Zelle mit Koordinatensystem
Neben der parallelen Anordnung der Elektroden werden auch Experimente
in einer radialen Geometrie durchgefu¨hrt. Die Katode ist ein senkrecht durch
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eine der Glasplatten gefu¨hrtes Drahtende, das von einer ringfo¨rmigen Anode
umgeben ist. Der Vorteil dieser Geometrie besteht in den periodischen Randbe-
dingungen; nachteilig ist die starke Variation des elektrischen Feldes im Laufe
des Experimentes. Auch zeigt sich, dass in hinreichend breiten (∆x > 4 cm)
planaren Zellen die Randeffekte vernachla¨ssigt werden ko¨nnen.
Das Interesse der Physikerinnen fu¨r dieses strukturbildende System erwach-
te, nachdem Matsushita et al. (1984), Matsushita et al. (1985), Sawada et al.
(1986) und Grier et al. (1986) auf die Vielfalt insbesondere fraktaler Morpho-
logien hingewiesen hatten. Hier schien eine experimentell einfach zuga¨ngliche
Realisierung der DLA gefunden worden zu sein.
Es zeigte sich jedoch bald, dass es schwierig ist, die Vielzahl von Morphologi-
en und Pha¨nomenen anhand der experimentellen Kontrollparameter (Spannung
U bzw. Stromdichte j, chemische Zusammensetzung und Konzentration c des
Elekrolyten, Zellho¨he d, Elektrodenmaterial und Geometrie) konsistent vorher-
zusagen. Die Schwierigkeiten resultierten zumindest teilweise aus der Unkennt-
nis der konvektiven Transportprozesse in der Zelle. Die Rolle elektrisch getrie-
bener Konvektion wurde erst ab 1993 untersucht, dichtegetriebene Konvektion
ru¨ckte ab 1994 in den Mittelpunkt des Interesses.
In den na¨chsten beiden Abschnitten wird versucht, die Hauptstra¨nge der
bisherigen Entwicklung nachzuzeichnen. Abschnitt 2.2.1 bescha¨ftigt sich mit
den verschiedenen Transportmechanismen, Abschnitt 2.2.2 resu¨miert die Ar-
beiten, deren Fokus auf der Morphogenese liegt. Aktuelle U¨bersichten u¨ber das
Gebiet finden sich auch bei Argoul & Kuhn (1995) und Sague´s et al. (2000).
2.2.1 Transportmechanismen
Im Folgenden werden zuna¨chst die konstitutiven Gleichungen fu¨r den Transport
der Ionen im Elektrolyten aufgestellt. Die A¨nderung der lokalen Konzentration
ci(x, y, z, t) einer Ionensorte i folgt aus der zugeho¨rigen Stromdichte ~Ji:
∂ci
∂t
= −∇ · ~Ji (2.8)
Die Stromdichte wird von der Nernst-Planck-Gleichung beschrieben:
~Ji = −Di∇ci + µici ~E + ci~v (2.9)
Der erste Term auf der rechten Seite entspricht der Diffusion mit der Diffu-
sionkonstanten Di. Der zweite Term beschreibt die Migration der Ionen im
elektrischen Feld ~E, wobei µi die Ionenbeweglichkeit ist. Der dritte Term re-
pra¨sentiert den konvektiven Transport im Stro¨mungsfeld der Geschwindigkeit
~v. Gleichung 2.9 ist nur gu¨ltig fu¨r c < 0,1 M. Bei ho¨heren Konzentrationen
werden die interionischen Kra¨fte wichtig und die Aktivita¨t tritt an Stelle der
Konzentration.
Mit ~E und ~v werden in Gleichung 2.9 zwei neue Felder eingefu¨hrt. Die Di-
vergenz des ~E-Feldes folgt aus der lokalen elektrischen Ladung des Elektrolyten:
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 ist die Dielektrizita¨tszahl des Elektrolyten, e die Elementarladung und zi die
Ladungszahl der Ionen. Weiterhin gilt:
∇× ~E = 0 (2.11)
Das Stro¨mungsfeld wird von der Navier-Stokes-Gleichung beschrieben:
∂~v
∂t
+ ~v · ∇~v = − 1
ρ0







ν ist die kinematische Viskosita¨t, p der Druck und ρ0 die Dichte des Elektro-
lyten. In einer Art Boussinesq-Na¨herung wird angenommen, dass sich Dich-
tea¨nderungen nur in einer Auftriebs-Kraftdichte ~fg auswirken:






~g ist die Erdbeschleunigung. Auch das ~E-Feld koppelt mit einer Coulomb-
Kraftdichte ~fe an die Navier-Stokes-Gleichung 2.12 an:




Da der Elektrolyt inkompressibel ist, gilt weiterhin:
∇ · ~v = 0 (2.15)
Die Entwicklung der drei Felder ~v, ~E und c wird von Gleichung 2.8 bis 2.15
und den entsprechenden Randbedingungen vollsta¨ndig beschrieben. Lediglich
das ~v- und das c-Feld sind auch experimentell bestimmbar. Die Messung des
Stro¨mungsfeldes mit Hilfe von Tracerpartikeln wird in Abschnitt 4.3 diskutiert.
Die Messung des Konzentrationsverlaufes erfolgt meist durch Phasenverschie-
bungsinterferometrie (Le´ger et al., 2000b).
An der Katode werden positiv geladene Ionen aus der Lo¨sung entfernt. Um
die lokale Neutralita¨t des Elektrolyten zu gewa¨hrleisten, mu¨ssen sich die Anio-
nen mit der gleichen Geschwindigkeit in Richtung der Anode bewegen wie das
wachsende Deposit (Melrose et al., 1990; Chazalviel, 1990). Das sich dadurch
einstellende ~E-Feld weist seine gro¨ßte Steigung in der Nernstschen Diffusions-
schicht auf.
Die beiden Kraftdichten ~fe und ~fg, die u¨ber die Navier-Stokes-Gleichung am
Stro¨mungsfeld ankoppeln, fu¨hren zu zwei unterschiedlichen Konvektionsmecha-
nismen, die in Abbildung 2.2 dargestellt sind.
Dichtegetriebene Konvektion
Die Konzentrationsa¨nderungen an den Elektroden fu¨hren zu Dichtea¨nderungen.
In einer horizontal ausgerichteten Zelle ist die so entstehende parallele Dichte-
schichtung instabil, und es bilden sich Konvektionsrollen. Bereits Sand (1901)
hatte ein klares Versta¨ndnis dieses Effektes und verwendete deshalb fu¨r seine
Messungen eine vertikale Elektrodenkonfiguration mit der Katode oberhalb der
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Abbildung 2.2: a) Stro¨mungsfeld der dichtegetriebenen Konvektion in einer Sei-
tenansicht der Zelle. b) Stro¨mungsfeld der Elektrokonvektion, die Ansicht er-
folgt von oben. Beide Bilder entstehen durch die U¨berlagerung von 36 Einzel-
aufnahmen. (Quelle: Huth et al. (1995))
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c mit Schlieren 0,5 MCuSO4,
10 V auf 1,2 cm,
100 µm




v mit PIV 0,05 M CuSO4,
12 V auf 4 cm,
300 µm
0,7± 0,01 0.543 ± 0.001
Tabelle 2.1: Wachstumsgesetze anodischer Konvektionsrollen.
Anode. Die so entstehende Dichteschichtung des Elektrolyten wirkt stabilisie-
rend 1.
Die Bedeutung der dichtegetriebenen Konvektion wird von Rosso et al.
(1994), Barkey et al. (1994) und Linehan & de Bruyn (1995) wiederentdeckt. Sie
machen diese als Ursache fu¨r die Differenz zwischen den von ihnen gemessenen
Dichteprofilen und den theoretischen Vorhersagen aus.
Huth et al. (1995) zeigen in einer umfassenden Studie des Stro¨mungsfeldes
mit Hilfe von Tracerteilchen die Existenz von zwei Regimen. Die La¨nge L der
Konvektionsrolle wa¨chst wie L ∼ tχ. In Zellen der Dicke 1mm finden sie zu
Beginn der Experimente ein χinital von 0,8. Nach einigen Sekunden erfolgt der
U¨bergang zu einem Wachstumsexponenten χfinal = 0,5. In du¨nneren Zellen wird
nur χfinal beobachtet.
Diese Ergebnisse werden von Argoul et al. (1996), Dengra et al. (2000)
und Schro¨ter et al. (2002a) mit unterschiedlichen Methoden reproduziert, die
in Tabelle 2.1 zusammengefasst sind. Die meisten der Experimente werden an
der Anode durchgefu¨hrt, an der Katode schiebt das wachsende Deposit die
Konvektionsrolle vor sich her, so dass sie nach einiger Zeit eine konstante La¨nge
erreicht (Dengra et al., 2000; Schro¨ter et al., 2002a).
Chazalviel et al. (1996) formulieren eine analytische Theorie der dichtege-
triebenen Konvektion. Diese wird in Abschnitt 2.3 vorgestellt. Marshall et al.
(1999) reproduzieren einen Teil der Ergebnisse aus Huth et al. (1995) in nume-
rischen Simulationen.
Eine experimentelle Studie des Einflusses der Konvektion auf die Sands-Zeit
findet sich bei Rosso et al. (1999). Le´ger et al. (2000a) zeigen, dass bei Zellho¨hen
kleiner 50 µm die Bedeutung der Diffusion gro¨ßer wird als die der Konvektion.
Ihre interferometrische Messungen des Konzentrationsfeldes belegen, dass die
1Auf der beiliegenden CD befindet sich im Verzeichnis filme/konvektion der Film kato-
de unten.gif. Er zeigt die starke Konvektion, die sich einstellt, wenn sich die Katode unterhalb
er Anode befindet.
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Wachstumsgeschwindigkeit der Front direkt proportional zum Gradienten der
Konzentration ist.
Elektrokonvektion
In verdu¨nnten Elektrolyten kann bei großen Stromdichten die Situation auf-
treten, dass an den Spitzen des Deposits das Gleichgewicht zwischen Katio-
nen und Anionen zusammenbricht. Die so entstehenden Nettoladungen koppeln
u¨ber ~fe an das Stro¨mungsfeld an und fu¨hren zu charakteristischen kreisfo¨rmi-
gen Stro¨mungsrollen in der x-y-Ebene. Dieser Effekt wurde zuerst von Fleury
et al. (1992) und Fleury et al. (1993) beobachtet und theoretisch erkla¨rt. Diese
Theorie fu¨hrt jedoch zu Stro¨mungsgeschwindigkeiten, die um mindestens einen
Faktor 10 zu hoch liegen, wie die Messungen von Huth et al. (1995) zeigen.
Wang et al. (1994) beobachtet das Wachstum eines netzartigen Deposits
in sauren Eisensulfatelektrolyten und erkla¨rt diese Feinstruktur mit Hilfe der
Elektrokonvektion. Zhang et al. (2000) fu¨gen diesem Ergebnis nichts hinzu.
2.2.2 Morphologien
Morphologiediagramme
Der Versuch, die sich entwickelnden Morphologien in Abha¨ngigkeit von den
Kontrollparametern Spannung und Konzentration zu charakterisieren wurde
bisher nur fu¨r Zink unternommen und fu¨hrte zu widerspru¨chlichen Ergebnis-
sen. Grier et al. (1986) finden als Trennlinien fu¨r die einzelnen Morphologien
Hyperbeln. Bei Sawada et al. (1986) und Trigueros et al. (1992) sind diese
Trennlinien hingegen parallel zu den Koordinatenachsen.
Argoul & Kuhn (1995) weisen mit ihrer Untersuchung des Einflusses des
Sauerstoffgehaltes im Elektrolyten auf eine mo¨gliche Ursache dieser Diskrepanz
hin. Sie betonen außerdem, dass der relevante Kontrollparameter die Strom-
dichte und nicht die angelegte Spannung ist.
Kessler et al. (1988) vergleichen das elektrodeposive Wachstum mit dem
Kristallwachstum aus unterku¨hlten Schmelzen. Fu¨r sehr kleine U¨berspannungen






Die resultierenden Trennlinien in einem U -c Morphologiediagramm wa¨ren somit
Hyperbeln. Fu¨r die in dieser Arbeit berichteten Experimente gilt ∆ ≈ 40.
Fraktale
Elektrodeposition wurde vor Entdeckung der Rolle der dichtegetriebenen Kon-
vektion als ein gutes Beispiel fu¨r DLA bewertet. Fu¨r das Wachstum von Zink
wurden u.a. die fraktalen Dimensionen 1,66 (Matsushita et al., 1984; Argoul
et al., 1988) bzw. 1,4 bis 1,8 (Sawada et al., 1986) bestimmt.
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Na¨her an einem diffusiven Prozess ist die von Argoul & Kuhn (1995) und
Kuhn & Argoul (1995) untersuchte spannungslose Abscheidung von Silber an
einem Kupferdraht, die zu fraktalen Dimensionen von 1,7 fu¨hrt.
Dendriten
Eine der auffa¨lligsten Morphologien bei der Elektrodeposition sind Dendriten,
die sich durch einen durchgehenden Hauptast auszeichnen, von dem in kon-
stantem Winkel Seitena¨ste ausgehen. Barton & Bockris (1962) formulieren eine
Theorie, die die Stabilita¨t des Hauptastes mit der gro¨ßeren Grenzstromdichte
jL erkla¨rt.
Grier et al. (1986) zeigt mit Hilfe von LEED-Aufnahmen, dass Dendriten
im Gegensatz zu anderen Morphologien eine kristalline Ordnung aufweisen.
Barkey et al. (1995) und Oberholtzer et al. (1998) untersuchen das Wachs-
tum von Dendriten aus Kupferchlorid-Lo¨sungen bei kleinen U¨berspannungen.
Sie erkla¨ren deren Enstehung mit der Anisotropie der Elektrodenpotentiale in
den verschiedenen Kristallrichtungen, die sie auch vermessen.
Dispersionsrelation
Erste U¨berlegungen zur Stabilita¨t einer ebenen Grenzfla¨che finden sich bereits
bei Halsey (1987). Eine vollsta¨ndige lineare Stabilita¨tsanalyse, die insbesondere
die Grenzfla¨chenenergie γ, die kinetische Hemmung durch die geladene Dop-
pelschicht und das Konzentrationsprofil in der Nernstschen Diffusionsschicht
beru¨cksichtigt, wird erstmals von Barkey et al. (1989) durchgefu¨hrt. Das Er-




































κ ist die Leitfa¨higkeit des Elektrolyten.
Grier et al. (1987b) und Grier & Mueth (1993) untersuchen die Dispersions-
relation in radialen Geometrien. Sie zeigen, dass der endliche Widerstand des
Deposits zu negativen Wachstumsraten fu¨r kleine Wellenzahlen fu¨hrt. Dieses
Ergebnis wird von Lin & Grier (1996) auf dreidimensionale Systeme verallge-
meinert.
Experimentelle Bestimmungen der Dispersionsrelation fu¨r das kompakte
Wachstum von Kupfer finden sich bei Kahanda et al. (1992) und bei de Bruyn
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(1996), der seine Ergebnisse mit einigem Erfolg mit der Theorie von Barkey
et al. (1989) vergleicht.
Pasquale et al. (2002) glauben eine U¨bereinstimmung zwischen dem mitt-
leren Hu¨gelabstand ihres Silberdeposits und kmax nach Barkey et al. (1989)
gefunden zu haben.
Hecker-Effekt
Der Hecker-Effekt bezeichnet eine plo¨tzliche A¨nderung der Wachstumsform, die
wa¨hrend des Experimentes auftritt. Abbildung 2.3 zeigt ein Beispiel. Die Ety-
mologie dieses Namens ist unklar. Das ha¨ufig gegebene Zitat:
Hecker, N., Grier, D. G. & Sander, L. M. 1985 In Fractal Aspects of Ma-
terials (Hrsgb. R. B. Laibowitz, B. B. Mandelbrot & D. E. Passoja). University
Park, PA: Material Resarch Society,
existiert nicht! Die einzig u¨berpru¨fbare Verknu¨pfung von Frau Hecker mit dem
nach ihr benannten Effekt findet sich in dem Abstract von Grier et al. (1987a).
Abbildung 2.3: Der Heckereffekt in der Fingermorphologie. Die Bildbreite be-
tra¨gt 16,4 mm.
Bereits Melrose et al. (1990) und Fleury et al. (1991) erkla¨ren diesen Effekt
mit der Wanderung von Protonen im elektrischen Feld. Eine vollsta¨ndige Un-
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tersuchung der drei mo¨gliche Ursachen findet sich bei Kuhn & Argoul (1994).
Lo`pez-Salvans et al. (1997b) studieren die A¨nderung der chemischen Zusam-
mensetzung des Deposits mit Ro¨ntgendiffraktometrie.
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2.3 Theorie dichtegetriebener Konvektion
Die experimentelle Beobachtung der zwei Wachstumsregime la¨sst sich mit Hilfe
der zwei involvierten Zeitskalen motivieren.











v ist eine mittlere Stro¨mungsgeschwindigkeit und L die La¨nge der Konvektions-
rolle. Im Folgenden soll zur Vereinfachung nur von der Anode die Rede sein, falls
sich fu¨r die Katode u¨ber die Stro¨mungsrichtung hinausgehende Abweichungen
ergeben, wird darauf hingewiesen.
Zu Beginn des Experimentes ko¨nnen der leichtere Elektrolyt in der Zellmitte
und der dichtere vor der Elektrode als zwei getrennte Flu¨ssigkeiten betrachtet
werden. L ist klein und dementsprechend gilt: τd > τk. Die dichtere Lo¨sung sinkt
zur Bodenplatte ab, und breitet sich dort aus. Dieser Grenzfall unmischbarer




































Abbildung 2.4: Isokonzentrationslinien der beiden Grenzfa¨lle der dichtegetrie-
benen Konvektion an der Anode
Wenn das Experiment andauert, wa¨chst die Konvektionsrolle und die Diffu-
sion hat ausreichend Zeit, die Konzentrationen in den beiden Stro¨mungsrichtun-
gen anzugleichen. Dieser Grenzfall wird diffusionsgebremste Ausbreitung (eng-
lisch: Diffusion-Hindered Spreading) genannt und ist in Abbildung 2.4 unten
dargestellt.
Diese Situation weist eine starke Analogie mit einer von der Seite beheizten
Zelle auf. Hier kommt es an den beiden, sich im Abstand W gegenu¨berliegen-
den Seitenwa¨nden zu Dichtea¨nderungen aufgrund der thermischen Ausdehnung
des Fluids. Es existieren ebenfalls zwei Stro¨mungsmoden, die gut eperimentell
(Imberger, 1974; Scho¨pf & Patterson, 1995) und theoretisch (Cormack et al.,
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1974; Patterson & Imberger, 1980; Boehrer, 1997b; Delgado-Buscalioni, 2001)
erforscht sind.
Die beiden Stro¨mungsmoden sind das so genannte konvektive Regime, in
dem sich nur eine schmale Fluidschicht an den Platten bewegt, und das kon-
duktive Regime mit einer zellfu¨llenden Konvektionsrolle und fast vertikalen
Isodichtelinien.
Boehrer (1997a) zeigt, dass der dimensionlose Kontrollparameter RaA2 den
U¨bergang zwischen den beiden Regimen kontrolliert. A ist das Aspektverha¨ltnis






αT ist der thermische Ausdehnungskoeffizient des Fluids, κ seine Wa¨rmeleitfa¨hig-
keit und ∆T die Temperaturdifferenz der Seitenwa¨nde. RaA2 entspricht dem





Nur fu¨r RaA2 > 104 wird das konvektive Regime beobachtet.
2.3.1 Grenzfall: unmischbare Flu¨ssigkeiten
Das experimentell beobachtete Wachstumsgesetz fu¨r die Konvektionsrolle wird
von Huth et al. (1995) und Chazalviel et al. (1996) mit den Ergebnissen von
Chen (1980) und Huppert (1982) erkla¨rt. Diese finden fu¨r die Ausbreitung eines
dichteren Fluides unter einer unendlich ausgedehnten Schicht:
L ∼ t4/5 (2.25)
In Analogie mit dem Kriterium von Boehrer (1997a) la¨sst sich eine notwen-
dige Bedingung fu¨r das Auftreten dieses Grenzfalls in der Elektrodeposition an-








Dabei wird die thermische Dichtedifferenz αT∆Tρ mit einer Dichtedifferenz
aufgrund des Konzentrationsunterschiedes ∂ρ∂c cbulk ersetzt und κ durch die Dif-
fusionskonstante D. cbulk ist die Konzentration in der Zellmitte. Diese Ersetzung
ist nur an der Katode exakt, an der Anode steigt c im Laufe des Experimen-
tes immer weiter an. Das Aspektverha¨ltnis wird mit Hilfe der Rollenla¨nge L
gebildet: A = d/L.
Eine Analyse der in Abbildung 10 von Huth et al. (1995) pra¨sentierten
Ergebnisse fu¨hrt auf eine notwendige Bedingung
Rac A
2 > 1000 (2.27)
fu¨r das Auftreten des Unmischbare-Flu¨ssigkeiten-Regimes.
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Ion µ D
[10−8 m2/sV ] [10−10 m2/s ]
Cu 2+ 5,56 7,14
Zn 2+ 5,47 7,03
SO 2−4 8,29 10,65
Tabelle 2.2: Daten fu¨r die Berechnung der ambipolare Diffusionskonstante (Be-
weglichkeiten: Atkins (1990), Diffusionskonstanten: Lide (1994))
2.3.2 Grenzfall: diffusionsgebremste Ausbreitung
Dieser Abschnitt fasst die Ergebnisse der zweidimensionalen analytischen Lo¨sung
von Chazalviel et al. (1996) zusammen. Diese beruht auf zwei Vereinfachungen:
• Es gilt u¨berall im Elektrolyten Quasineutralita¨t: zccc = zaca = c Das
heißt, die positive Ladung der Kationen (Index c) entspricht der negativen
Ladung der Anionen (Index a). Als Konsequenz fa¨llt der Migrationsterm




= Dambi∆c− ~v · ∇c (2.28)





Einsetzen der Werte aus Tabelle 2.2 fu¨hrt auf:
Dambi = 8,55 · 10−10 m2/s fu¨r CuSO4 bzw.
Dambi = 8,47 · 10−10 m2/s fu¨r ZnSO4.
• Die Reynoldszahl Re = dvν der Stro¨mung ist klein, ihre Gro¨ßenordnung
liegt bei 5∗10−3. Daher kann die Navier-Stokes-Gleichung 2.12 zur Stokes-
Gleichung:
η∆~v −∇p + ~fg = 0 (2.30)
vereinfacht werden.
Fu¨r das Konzentrationsprofil wird ein Ad-Hoc-Ansatz gemacht, der sich an
den in Abbildung 2.4 eingezeichneten Isokonzentrationslinien orientiert:





Hierbei wird angenommen, dass sich die Glasplatten bei z = ±d/2 befinden
und die Anode bei y = 0.
Es zeigt sich, dass eine selbstkonsistene Lo¨sung des obigen Gleichungssyste-
mes gefunden werden kann, fu¨r die gilt: A  B. Somit la¨sst sich Gleichung 2.31
vereinfachen zu:
c(y, t) = cbulk + ∆c(y, t)
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Fu¨r die Geschwindigkeitskomponente vy liefert die Lo¨sung des Gleichungs-
systemes:










































Hierbei wurde die von Chazalviel et al. (1996) verwendete Wanderungsgeschwin-
digkeit va der Anionen, die experimentell nur schwer bestimmbar ist, durch die
Stromdichte j ersetzt. Aus Gleichung 5 und 8 in Chazalviel et al. (1996) folgt:
vacbulk = jµa/zcF (µa + µc).
Die maximale Stro¨mungsgeschwindigkeit vmax tritt in der Ho¨he z = ±d/2
√
3





∂c g d D
zc F (µa + µc) η
)1/3
(2.36)
Die Abweichung ∆c der Konzentration von der der Zellmitte ergibt sich zu:





























Die La¨nge L der Konvektionsrolle ist markiert durch den Abstand, in dem




Wie Abbildung 2.5 zeigt, wird auch ∆c(y, t) fu¨r diesen Abstand gleich Null.
Die Theorie weist drei Probleme auf:
• Der Ad-Hoc-Ansatz fu¨r das Konzentrationsfeld verletzt die Randbedin-
gung, dass die Geschwindigkeit an der Anode Null wird, wie Abbildung 2.6
zeigt.
• ∆c(y, t) in Gleichung 2.37 wa¨chst mit √t, dies fu¨hrt an der Katode zu
unphysikalischen, negativen Konzentrationen.
• die Theorie beru¨cksichtigt keine Bewegung der Elektrode, wie sie an der
Katode aufgrund des Wachstums vorliegt.
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Abbildung 2.6: Stro¨mungsfeld an der Anode gema¨ß der Theorie von Chazalviel
et al. (1996) (Abbildung: Peter Kohlert)
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2.4 Die Fingermorphologie
Die Fingermorphologie wurde in der Arbeitsgruppe von Prof. Francesc Sague´s
in Barcelona entdeckt. Abbildung 2.7 zeigt eine repra¨sentative Entwicklung des
Deposits. Dieser Abschnitt fasst die wichtigsten Ergebnisse zusammen, die von
Trigueros et al. (1994), Lo`pez-Salvans et al. (1996) und Lo`pez-Salvans et al.
(1997a) publiziert wurden.
Experimentelle Voraussetzungen
Notwendige Bedingungen fu¨r das Auftreten der Fingermorphologie sind:
• Der Elektrolyt muss eine kleine Menge eines nichtabscheidbaren Metall-
salzes wie z.B. Natriumsulfat (Na2SO4) enthalten. Ansonsten wird nur die
Entstehung von Depositen der so genannten “Homogeneous“-Morphologie
beobachtet (vergl. Abbildung 2.8). Die genaue chemische Zusammenset-
zung des inerten Salzes ist ohne Einfluss auf die Instabilita¨t. Alle hier
berichteten Ergebnisse werden in Lo¨sungen aus 50 mM CuSO4 und einem
jeweils angegebenen Bruchteil Na2SO4 gewonnen. Das Morphologiedia-
gramm in Abbildung 2.9 zeigt, bei welchem Verha¨ltnis von angelegter
Spannung U und Na2SO4-Konzentration es zur Fingerbildung kommt.
• In der radialen Zellgeometrie wird keine Fingerbildung beobachtet. Al-
le Experimente werden mit parallelen Elektroden, deren Abstand 4 cm
betra¨gt, durchgefu¨hrt.
• Fingerbildung tritt nur fu¨r Zellho¨hen d im Bereich 50 µm < d < 500 µm
auf, wie Abbildungen 2.10, 2.11 und 2.12 illustrieren.
• Wenn die Zelle in eine vertikale Konfiguration gebracht wird, in der das
Deposit von oben nach unten wa¨chst, verschwindet nicht nur die dichte-
getriebene Konvektion, sondern auch die Instabilita¨t. Das Deposit wa¨chst
als ebene Front nach unten. Seine Feinstruktur bleibt dabei jedoch erhal-
ten, wie Abbildung 2.13 zeigt.
Vera¨nderung der Chemie
Die Zugabe des inerten Salzes erho¨ht die Leitfa¨higkeit κ des Elektrolyten, wie
Tabelle 2.3 zeigt. Dies versta¨rkt alternative Katodenreaktionen wie die Wasser-
stoffbildung: 2H2O + 2e
− → H2 + 2OH− Die Entstehung von Wasserstoffblasen
ist z.B. in den Abbildungen 2.11, 2.13 und 2.14 deutlich zu erkennen.
Die gleichzeitig enstehenden OH−-Ionen verschieben den pH-Wert vor dem
Deposit ins alkalische Milieu. Dies hat zwei Konsequenzen:
1. Durch die Reaktion 2Cu2+ + 2OH− + 2e− → Cu2O + H2O wird vermehrt
Kupferoxid Cu2O abgeschieden. Ro¨ntgendiffraktometriemessungen zeigen,
dass der Anteil von Cu2O am Deposit auf bis zu 90% anwa¨chst, verglichen
mit etwa 30% bei der normalen Kupferabscheidung.








Abbildung 2.7: Zeitliche Entwicklung der Fingermorphologie. Die schwarze Li-
nie am Boden der Bilder entspricht der Kupferkatode, die einen Durchmesser
von 250 µm aufweist. Der Abstand der Elektroden betra¨gt 4 cm, die angelegte
Spannung 15 V. Der Elektrolyt entha¨lt 50 mM CuSO4 und 4 mM Na2SO4. Die
Bildbreite betra¨gt 22,1 mm.
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Abbildung 2.8: Die “Homogeneous“-Morphologie, die ohne die Zugabe von
Na2SO4 wa¨chst. Das Bild ist 501 s nach Beginn des Experimentes aufgenom-
men, die Bildbreite betra¨gt 12,4 mm. Die u¨brigen experimentellen Parameter
entsprechen Abbildung 2.7.





Tabelle 2.3: Abha¨ngigkeit der Leitfa¨higkeit κ und des pH-Wertes von der
Na2SO4-Konzentration. Die CuSO4-Konzentration betra¨gt 50 mM. κ wird mit
einem Konduktometer CG 857 von Schott bei T = 22◦ C bestimmt, der pH-Wert
mit einem pH-Meter P902 von Consort. Vielen Dank an Christiane Hilgardt und
Helmut Rau fu¨r ihre freundliche Unterstu¨tzung.
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Abbildung 2.9: Abha¨ngigkeit der Morphologie von Natriumsulfatkonzentration
und angelegter Spannung. Das Diagramm enstammt Sague´s et al. (2000).
Abbildung 2.10: Gesto¨rtes Fingerwachstum in einer 50 µm hohen Zelle. Die
angelegte Spannung betra¨gt 20 V, die Na2SO4-Konzentration 2mM. Das Bild
wurde nach 228 s aufgenommen, die Bildbreite entspricht 17,5 mm.
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Abbildung 2.11: Fingerwachstum in einer 125 µm hohen Zelle. Die angelegte
Spannung betra¨gt 15 V, die Na2SO4-Konzentration 4 mM. Das Bild wurde nach
501 s aufgenommen, die Bildbreite entspricht 20,1 mm.
Abbildung 2.12: Gesto¨rtes Fingerwachstum in einer 500 µm hohen Zelle. Die
angelegte Spannung betra¨gt 15 V, die Na2SO4-Konzentration 4mM. Das Bild
wurde nach 388 s aufgenommen, die Bildbreite entspricht 19,9 mm.
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Abbildung 2.13: Von oben nach unten wachsendes Deposit. Die angelegte Span-
nung betra¨gt 25 V, die Zellho¨he 100 µm, die Na2SO4-Konzentration 2 mM. Die
Bildbreite entspricht 16 mm. (Abbildung: Josep Claret)
2. Unmittelbar vor dem Deposit reagieren die OH−-Ionen mit den Cu2+-
Ionen zu schwerlo¨slichem Kupferhydroxid Cum(OH)
(2m−n)
n , welches schwie-
rig zu visualisieren ist. Abbildung 2.14 und 2.15 geben eine Vorstellung
von der Ausdehnung dieser Zone.
Erkla¨rungsansatz
Lo`pez-Salvans et al. (1996) vermuten eine gewisse A¨hnlichkeit der elektrode-
posiven Fingerbildung mit der viskosita¨tsverursachten Fingerbildung aus Ab-
schnitt 1.3.3. Diese U¨berlegung basiert auf der Erkenntnis, dass das Fluid in-
nerhalb des Deposits keine Kupferionen mehr entha¨lt, wa¨hrend sich vor dem
Deposit das schwerlo¨sliche und wahrscheinlich viskosere Kupferhydroxid befin-
det. Die beiden Flu¨ssigkeiten sind mindestens teilweise mischbar, eine eventuell
vorhandene Grenzfla¨chenenergie γdyn mu¨sste daher dynamischer Natur sein.
Fu¨r diese Analogie sprechen zwei Befunde:
1. Die Hu¨llkurve der Finger la¨sst sich mit der analytischen Lo¨sung der
Saffman-Taylor-Instabilita¨t in einem Kanal anpassen.
2. Die experimentell bestimmte anfa¨ngliche Zahl der Finger N skaliert mit
der Wachstumsgeschwindigkeit v wie N ∼ v0,18. Aus der Dispersionsre-
lation der Saffman-Taylor-Instabilita¨t folgt: kmax ∼
√
v/γdyn. Die Aus-
dehnung lbl der Durchmischungszone der beiden Fluide ist umgekehrt
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Abbildung 2.14: Auflichtphotographie der voll entwickelten Fingermorphologie.
Die Kupferhydroxidschicht ist als bla¨ulicher Saum erkennbar.
Abbildung 2.15: Dunkelfeldaufnahme der Depositfront zum Zeitpunkt t = 148 s.
Die Kupferhydroxidschicht ist als grauer Saum erkennbar. Die angelegte Span-
nung betra¨gt 12 V, die Zellho¨he 250 µm, die Na2SO4-Konzentration 7,5 mM.
Die Bildbreite entspricht 16,3 mm.
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proportional zu γdyn. Mit Hilfe der experimentell bestimmten Abha¨ngig-




vv−0.66 ≈ v0.17. Ein Vergleich
der Geschwindigkeitsabha¨ngigkeit von N und kmax zeigt somit eine gute
U¨bereinstimmung.
Langzeitdynamik
Wie Abbildung 2.16 zeigt, besitzt die Fingermorphologie auch jenseits der
prima¨ren Instabilita¨t eine interessante Dynamik, die jedoch wenig erforscht ist.
547 s 599 s
Abbildung 2.16: Spitzen-Spaltung (englisch: tip-splitting) der Finger im Spa¨tsta-
dium der Entwicklung. Die angelegte Spannung betra¨gt 19 V, die Zellho¨he
250 µm, die Na2SO4-Konzentration 4mM. Die Bildbreite entspricht jeweils
4,8 mm.
Ein erster Ansatz findet sich in den Simulationen von Lo`pez-Salvans et al.
(2002). Um den Einfluss der Konvektion zu modellieren, wird einem DLA-
artigen Modell eine zusa¨tzliche Driftbewegung hinzugefu¨gt, weiterhin werden
viele Partikel gleichzeitig gestartet. Das Ergebnis ist der U¨bergang von einer
initialen Wachstumsphase, in der sich der mittlere Fingerabstand kontinuier-
lich vergro¨ßert, zu einem ballistischen Regime mit einer konstanten Anzahl an




Die drei in dieser Arbeit untersuchten Fragestellungen erfordern jeweils eine
eigene Abbildungsmethode und eine daran angepasste Kamera. Diese sind in
Tabelle 3.1 und Abbildung 3.1 gegenu¨bergestellt:
• Fu¨r die Bestimmung der Dispersionsrelation (DR) ist eine mo¨glichst ho-
he ra¨umliche Auflo¨sung eines mo¨glichst breiten Frontabschnittes erstre-
benswert. Dies wird mit einer CCD-Kamera mit 6 Millionen Pixeln und
Durchlichtmikroskopie erreicht. Als Lichtquelle dient eine Ko¨hlersche Be-
leuchtung.
• Um das Stro¨mungsfeld zu vermessen (PIV), werden Tracerpartikel dem
Elektrolyten hinzugefu¨gt. Da diese zu klein sind, um sie mit dem Mikro-
skop direkt aufzulo¨sen, kommt Dunkelfeldmikroskopie zum Einsatz: der
Lichteinfall erfolgt unter einem Winkel, der kein direktes Licht in das Ob-
jektiv fallen la¨sst. Lediglich Photonen, die an Tracerpartikeln oder Teilen
des Deposits gestreut wurden, werden beobachtet.
• Die zur Bestimmung des Temperaturfeldes verwendete Infrarotkamera
(IR) mißt die Energieabstrahlung im Wellenla¨ngenbereich 8-12 µm. Hier
ist keine externe Beleuchtung notwendig.
In den folgenden drei Abschnitten werden die experimentellen Aufbauten
und Zellen genauer charakterisiert.
CCD-Kamera Pixel Optik Auflo¨sung
DR Kodak x: 3070 Nikkor 105/2.8 7,9 µm
Megaplus 6.3i y: 2048 Makroobjektiv
PIV Sony x: 512 Olympus SZH 17 µm
XC 77RR CE y: 512 Mikroskop
IR InfraTec x: 360 eingebautes 140 µm
Varioscan 3021-ST y: 240 Makroobjektiv
Tabelle 3.1: CCD-Kameras und optische Systeme
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Abbildung 3.1: Die drei verwendeten Beleuchtungssverfahren mit je einem typi-
schen Bild: (DR) Durchlichtmikroskopie zur Bestimmung der Dispersionsrelati-
on. Das Deposit erscheint schwarz vor weißem Hintergrund. (PIV) Dunkelfeld-
mikroskopie fu¨r die Particle Image Velocimetry. Das Deposit und die Tracerpar-
tikel erscheinen weiß vor schwarzem Hintergund. Die Ovale in der Zelle deuten
die Konvektionsrollen an. (IR) Im Infrarot ist die Messzelle ein Selbstleuchter.
Die Darstellung der Temperatur erfolgt in Falschfarben.
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3.1 Messung der Dispersionsrelation
Die Messungen zur zeitlichen Entwicklung der Wachstumsfront werden in Mag-
deburg durchgefu¨hrt. Als CCD-Kamera kommt eine Kodak Megaplus Model
6.3i mit 3070× 2048 Pixeln auf einer Detektorfla¨che von 27,7× 18,4 mm2 zum
Einsatz. Die weiteren Eigenschaften der Kamera sind in Appendix A beschrie-
ben.
Als Vergro¨ßerungsobjektiv dient ein Nikon Makro 105 mm/2,8 mit Zwi-
schenring PN 11. Die Wahl der Blendenzahl Bz = 8 wird in Appendix B.4 mo-
tiviert. Der so realisierte Abbildungsmasstab m betra¨gt 1,14, hieraus folgt eine
Auflo¨sung von 7,9 µm per Pixel. Das Beobachtungsfenster ist 24,3× 16,2 mm2
groß und wird mit der in Appendix C.2.3 beschriebenen Ko¨hlerschen Beleuch-
tung ausgeleuchtet.
Datenerfassung und Steuerung des Experimentes erfolgen unter Windows
NT mit der Konsolenapplikation measure 1, welche unter Visual C++ entwickelt
wurde:
• Im zeitlichen Abstand taq von 3 s oder 5 s werden Bilder von der Kamera
auf die Festplatte transferiert.
• U¨ber einen IEEE-488.2 Bus wird das Netzteil Eurotest LAB/SL 30 ange-
steuert, welches die Zelle mit Strom versorgt und die Ausgangsspannung
bei 10% Netzspannungsschwankung auf besser als 0,0125% konstant ha¨lt.
• Zellstrom und Spannung werden mit zwei Digitalmultimetern Prema DMM
5017 gemessen und ebenfalls u¨ber den IEEE-488.2 Bus ausgelesen.
Die Messzelle wurde bereits in Abbildung 2.1 dargestellt. Sie besteht aus
zwei 80× 80× 6,3 mm3 großen Platten aus Schott BK7 Glas. Als Elektroden
und Abstandshalter dienen zwei parallel im Abstand von 4 cm aufgespannte
Kupferdra¨hte (99,9 %, Goodfellow).
3.1.1 Auflo¨sungsvermo¨gen und Homogenita¨t
Zur Kontrolle der erzielten optischen Auflo¨sung wird ein Okularmikrometer
mit 200 Teilen auf 5mm La¨nge verwendet, der Abstand zweier Teilstriche be-
tra¨gt somit 25 µm. Abbildung 3.2 zeigt Aufnahmen des Okularmikrometers mit
Ko¨hlerscher Beleuchtung (a) und (b) sowie mit diffuser Beleuchtung (c). Die
Belichtungszeit tbel betra¨gt jeweils 100 ms, die mittlere Helligkeit wird durch
Nachregeln der Lichtquelle grob konstant gehalten.
Der in Appendix B.4 diskutierte Einfluss der Blendenzahl auf das Auflo¨sungs-
vermo¨gen wird bei einem Vergleich von Teilbild (a) mit der im Experiment ver-
wendeten Blendenzahl Bz = 8 und Teilbild (b) mit Bz = 22 deutlich. Teilbild
(c) illustriert die Notwendigkeit der Ko¨hlerschen Beleuchtung.
Entlang der Abbildung 3.2 eingezeichneten schwarzen Linien werden Grau-
wertprofile aufgenommen, welche in Abbildung 3.3 zu sehen sind. Die dem Teil-
bild (a) entsprechenden Messwerte zeigen, dass das hohe ra¨umliche Auflo¨sungs-
vermo¨gen der Kamera im Experiment auch genutzt wird.
1CD: programme/kodak/measure
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Abbildung 3.2: Aufnahmen eines Okularmikrometers mit 200 Teilen auf 5mm
La¨nge: (a) Ko¨hlersche Beleuchtung, Bz = 8, (b) Ko¨hlersche Beleuchtung, Bz
= 22, (c) Diffuse Beleuchtung, Bz = 8. Die Grauwertprofile in Abbildung 3.3



















Abbildung 3.3: Grauwertprofile der in Abbildung 3.2 pra¨sentierten Aufnahmen
eines Okularmikrometers: • Ko¨hlersche Beleuchtung, Bz = 8,  Ko¨hlersche Be-
leuchtung, Bz = 22, ◦ Diffuse Beleuchtung, Bz = 8
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In Abbildung 3.4 sind die Grauwerte entlang der horizontalen und der ver-
tikalen Linie durch den Mittelpunkt eines Bildes ohne Zelle dargestellt. Die
















Abbildung 3.4: Homogenita¨t der Beleuchtung. Dargestellt sind die Grauwerte
entlang der horizontalen • und der vertikalen  Linie durch den Bildmittelpunkt.
3.2 Messung des Stro¨mungsfeldes
Die Messungen des Stro¨mungsfeldes mittels Particle Image Velocimetry (PIV)
werden in Barcelona durchgefu¨hrt. Hierbei werden dem Elektrolyten Tracer-
partikel zugegeben, die klein genug sind, dass sie sich mit dem sie umgebenden
Fluid verzo¨gerungsfrei mitbewegen. Aus den aufgenommenen Bildserien wird
dann das Stro¨mungsfeld anhand der Tracerbewegung rekonstruiert. Eine gute
Einfu¨hrung in dieses Verfahren gibt Raffel et al. (1998).
Da sich die Dichte des Elektrolyten durch die Elektrodenprozesse a¨ndert,
ko¨nnen keine in der Dichte angepassten Tracerpartikel verwendet werden. Da-
mit die Tracer nicht sedimentieren, mu¨ssen sie daher klein genug (Durchmesser
< 1µm) sein, um durch die Brownsche Bewegung in Suspension zu bleiben. Da-
durch ko¨nnen sie jedoch nicht mehr mit unserem Mikroskop aufgelo¨st werden.
Die Lo¨sung dieses Problems besteht in der Dunkelfeldmikroskopie: Der Licht-
einfall erfolgt unter einem Winkel, der kein direktes Licht in das Objektiv fallen
la¨sst. Lediglich Photonen, die an Tracerpartikeln, den Elektrodendra¨hten oder
Bestandteilen des Deposits gestreut wurden, ko¨nnen beobachtet werden. Abbil-
dung 3.5 zeigt ein Beispiel dieser Technik, wobei die weiße Fla¨che im unteren
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Teil des Bildes dem Deposit entspricht.
Abbildung 3.5: Ein in Dunkelfeldmikroskopie aufgenommenes Bild. Nur an Tra-
cerpartikeln oder dem Deposit gestreutes Licht ist sichtbar. Die Bildbreite ent-
spricht 8,7 mm.
Eingesetzt werden Latex-Tracerpartikel unbekannter Provenienz mit nomi-
nell 0,3 µm Durchmesser. Die Probe ist mehrere Jahre alt, daher ist ein Teil der
Partikel schon koaguliert und sedimentiert bereits vor dem Experiment. Diese
auf der Bodenplatte liegenden Partikel zeigen zwar keinerlei Interesse an der
Fluidbewegung, streuen jedoch weiterhin Licht in die Kamera. Dieses Problem
wird bei dem Entwurf der in Abschnitt 4.3 beschriebenen Teilchenverfolgungs-
software mit beru¨cksichtigt
Als Lichtquelle dient eine Olympus Kaltlichtlampe mit Schwanenhalsvor-
satz. Um die erzielte Homogenita¨t beurteilen zu ko¨nnen, ist in Abbildung 3.6
der mittlere Grauwert der Zeilen und Spalten von Bild 3.5 dargestellt. Die ersten
Zeilen (y < 20) entsprechen dem stark streuenden Anodendraht, der mittlere
Grauwert betra¨gt dort 255. An die Elektrode selbst schließt sich ein Bereich an,
dessen Helligkeit durch deren Streulicht erho¨ht ist. Weiterhin fa¨llt die Helligkeit
in x-Richtung zu den Bildra¨ndern hin ab.
Die Bilder werden mit einem Olympus SZH Stereomikroskop vergro¨ßert und
mit einer Sony XC 77RR CE CCD-Kamera mit 512× 512 Pixeln aufgenommen.
Die dabei erreichte Auflo¨sung des 8,7× 8,7 mm2 großen Beobachtungsfensters
betra¨gt 17 µm per Pixel.
Die Bilder werden mit einer BFP-Framegrabberkarte digitalisiert und mit
einem zeitlichen Aufnahmeabstand von ∆taq = 2 s auf der Festplatte des Mess-
PC abgespeichert. Als Aufnahmeprogramm kommt u.a. das mit dem Borland



















Abbildung 3.6: Homogenita¨t der Beleuchtung in Abbildung 3.5 Dargestellt ist
jeweils der mittlere Grauwert einer Zeile ◦ bzw. Spalte .
C-Compiler geschriebene DOS-Programm capture 2 zum Einsatz.
Als Spannungsquelle dient ein Labornetzteil mit einer Spannungskonstanz
von ± 0,4%. Die Messzelle entspricht dem fu¨r die Bestimmung der Dispersions-
relation verwendeten Aufbau.
3.3 Messung des Temperaturfeldes
3.3.1 Infrarotkamera
Die Infrarotkamera Varioscan 3021-ST der Firma InfraTec besitzt einen stir-
linggeku¨hlten HgCdTe-Detektor mit 360× 240 Pixel Auflo¨sung. Die in der Ma-
kroeinstellung beobachtete Fla¨che ist 5,0× 3,4 cm2 groß, jedes Pixel bildet so-
mit einen Realita¨tsausschnitt von 140 µm Kantenla¨nge ab. Die maximal mo¨gli-
che Bildwiederholfrequenz betra¨gt 1,1 Hz, das thermische Auflo¨sungsvermo¨gen
±30 mK. Eine gute Zusammenstellung der Grundlagen und Anwendungsmo¨glich-
keiten von Infrarotkameras findet die Leserin in Karsta¨dt et al. (1998).
Ein Problem bei Nahaufnahmen mit Infrarotkameras ist der so genannte
Narzissmus: das Ansprechen des geku¨hlten Detektors auf sein eigenes Spiegel-
bild. Abbildung 3.7 zeigt ein vor Beginn des Experimentes aufgenommenes In-
frarotbild der Zelle. Obwohl sich die ganze Zelle auf Raumtemperatur befindet,
erscheint die Bildmitte aufgrund des Sensorspiegelbildes um bis zu 2 K ka¨lter.
2CD: programme/bfp/capture
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Abbildung 3.7: Ein Hintergrundbild aufgenommen unmittelbar vor Beginn des
Experimentes, die scheinbare Abku¨hlung in der Bildmitte ist der Narzissmus
der Infrarotkamera.
Um den Narzissmus zu unterdru¨cken, wird (neben der in Abschnitt 3.3.2
beschriebenen Zellkonstruktion) der Differenzbildmodus der Software Irbis pro-
fessional (InfraTec) eingesetzt: ein unmittelbar vor Beginn des Experimentes
aufgenommenes Hintergrundbild (Abb. 3.7) wird von allen weiteren Aufnah-
men abgezogen. Die so bearbeiteten Thermographien zeigen daher direkt die
Erwa¨rmung ∆T wa¨hrend des Experimentes an. Mit Hilfe des Programmes
sid2ascii 3 (Infratec) lassen sich die Temperaturwerte der Bilder in ASCII-
Datenfiles umwandeln.
3.3.2 Messzelle
Die Infrarotkamera misst im Wellenla¨ngenbereich 8-12 µm, in dem das nor-
malerweise verwendete Zellenbaumaterial Glas (Schott BK7) opak ist. Des-
halb wird die obere Zellabdeckung mit einer Polyethylenfolie4 realisiert, wel-
che u¨ber einen Aluminiumrahmen mit 7 × 7 cm2 Innenmaß gespannt ist. Um
den Narzissmus zu reduzieren, besteht der Boden der Zelle aus einem massiven
Block Teflon, da dieses Material eine geringe Reflexivita¨t im Infrarot aufweist.
Als Elektroden dienen parallele Zinkdra¨hte (Goodfellow 99,99%) mit 0,25 mm
Durchmesser und einem Abstand von 4 cm. Abbildung 3.8 zeigt die Messzelle
wa¨hrend eines Experimentes.
Aufgrund des vera¨nderten Zellaufbaus unserer Infrarotmesszelle stellt sich
die Frage nach der U¨bertragbarkeit der Ergebnisse auf Experimente in Elek-
3CD: programme/ir/infratec
4gewonnen aus einer Folientasche Durable 2662
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Abbildung 3.8: Infrarotmesszelle. Der Boden besteht aus Teflon, die obere Ab-
deckung aus Polyethylenfolie, die u¨ber einen Aluminiumrahmen gespannt ist.
Die Elektroden sind parallele Zinkdra¨hte, welche mit Lu¨sterklemmen befestigt
werden.
trodepositionszellen aus Glas (Schott BK 7). Folgende Unterschiede erscheinen
signifikant:
1. Durch die flexible Polyethylenfolie ist der
”
Plattenabstand“ d nicht be-
kannt. Die leichte Hydrophobie von Teflon und Polyethlenfolie erfordert
einen gewissen U¨berdruck bei der Befu¨llung der Zelle. Die Ho¨he der re-
sultierende Fluidschicht ist daher gro¨ßer als der Durchmesser der nor-
malerweise als Abstandshalter fungierenden Elektrodendra¨hte. In Kapi-
tel 8.2.3 wird anhand der Messergebnisse eine minimales d von 650 µm
abgescha¨tzt. Weiterhin zeigen die in Kapitel 8.1 pra¨sentierten Ergebnis-
se, dass d ra¨umlich nicht konstant ist, was eine geeignete Auswahl der
auszuwertenden Bildteile erfordert. Die Verwendung eines du¨nnen Ger-
maniumwafers als obere Zellplatte wu¨rde diese Probleme beseitigen.
2. Die in Tabelle 3.2 angegebenen Plattendicken ∆zi und Wa¨rmeleitfa¨hig-
keiten λi unterscheiden sich deutlich fu¨r die beiden Zelltypen. Dies wirft
die Frage auf, ob die thermische Ankopplung der Zellen an die Umge-
bung vergleichbar ist. Ein geeigneter Vergleichsparameter ist der relative
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Material Dicke Wa¨rmeleitfa¨higkeit Wa¨rmedurchgangskoeffizient
∆zi λ ki




v=0 m/s v=0,1 m/s
Schott BK7 6,3 1,11 5,7 6,8
Teflon 19 0,25 4,1 4,6
Polyethylen 0,25 ≈ 0,37 5,9 7,1
Tabelle 3.2: Materialparameter der Elektrodepositionszellen. Die Wa¨rme-
leitfa¨higkeiten sind aus Schott (2001) und James & Lord (1992) entnommen.





Q˙flow ist der Wa¨rmefluss durch die Platte mit der Fla¨che A, ∆T steht
fu¨r Differenz zwischen Umgebungstemperatur und Temperatur im Elek-
trolyten. Der Wa¨rmedurchgangskoeffizient ki beru¨cksichtigt sowohl die
Wa¨rmeleitung in der Platte als auch (na¨herungsweise) den Wa¨rmeu¨ber-













Lindner (1989) gibt den Wa¨rmeu¨bergangskoeffizient αFW zwischen ei-
ner ruhenden Flu¨ssigkeit und einer glatten Wand mit 350 [ W
K m2
] an, der
Wa¨rmeu¨bergangskoeffizient αWL zwischen einer glatten Wand und Luft












Hieraus folgt αWL(0) = 6 [
W
K m2 ] fu¨r ruhende Luft, bzw. αWL(0, 1) = 7,4
[ W
K m2
] falls v mit 0,1 m/s nach oben abgescha¨tzt wird. Die resultierenden
Werte fu¨r ki sind in Tabelle 3.2 angegeben. Ein Vergleich mit den Wer-
ten fu¨r αWL zeigt, dass der Wa¨rmeu¨bergang in die Umgebungsluft der
dominierende Teilprozess ist.
Die Zellfla¨che A zwischen den beiden Elektroden betra¨gt 2, 8 · 10−3 m2,
mit der Annahme v = 0 betra¨gt der relative Wa¨rmefluss kiA 16,2 mW/K
fu¨r die Polyethylenfolie, 11,5 mW/K fu¨r die Teflonplatte und 16 mW/K
fu¨r die Glasplatte. Der resultierende Gesamtwa¨rmefluss von 27,7 mW/K
fu¨r die Infrarotzelle und 32 mW/K fu¨r die Glaszelle ist plausibel, wie die
in Kapitel 8.2.2 pra¨sentierten Ergebnisse zeigen. Aus der relativ geringen
Differenz folgt, dass die beiden Zelltypen thermisch vergleichbar sind.
Kapitel 4
Auswertungsalgorithmen
In diesem Kapitel werden die Algorithmen vorgestellt, mit deren Hilfe die in den
Bildern enthaltene physikalische Information extrahiert wird. Fu¨r die Messung
der Dispersionsrelation muss die Position h(x, t) der Front des Deposits be-
stimmt werden. Abschnitt 4.1 beschreibt das hierfu¨r verwendete Verfahren. Die
so gewonnenen Hu¨llkurven werden nach einem in Abschnitt 4.2 diskutierten Ver-
fahren an den Ra¨ndern beschnitten, um das Problem der “Durchsickerns“ (eng-
lisch: Leakage) der Fouriermoden zu verringern. Fu¨r die Messung der Konvekti-
onsstro¨me in der Zelle mu¨ssen die Spuren der zugefu¨gten Tracerteilchen verfolgt
werden. Das in Abschnitt 4.3 beschriebene Programmpaket Artemis bestimmt
deren Geschwindigkeiten ~v und speichert diese in einer Datenbank.
Im Weiteren gelten folgende Konventionen: Ein Bild besteht aus Nx Spal-
ten und Ny Zeilen. Das Pixel mit x = 0 und y = 0 befindet sich in der linken
unteren Ecke des Bildes. Die Elektrode la¨uft parallel zur x-Richtung in U¨berein-
stimmung mit dem in Abbildung 2.1 eingefu¨hrten Koordinatensystem. g(x, y)
ist der Grauwert des Pixel in der Spalte x und der Zeile y. Aufgrund der 8-Bit-
Digitalisierung der Kameras gilt: g(x, y) ∈ [0, 255].
4.1 Fronterkennung
Beim Wachstum der Finger bleibt die Hu¨llkurve lange Zeit eine eindeutige Funk-
tion der x-Koordinate. Fronterkennung bedeutet somit in jeder Spalte des Ka-
merabildes die Ho¨he h(x, t) zu bestimmen, in der der U¨bergang von dunkel
(Elektrode/Deposit) zu hell (Durchlicht) stattfindet. Dies geschieht mit einem
dreistufigen Algorithmus, der in Abbildung 4.1 nachvollzogen werden kann 1:
1. Der erste Schritt ist eine auf einer Binarisierung basierende Grobdetek-
tion des Frontverlaufs. Dazu wird zuna¨chst im Grauwerthistogramm des
Bildes (Abbildung 4.2) das Minimum zwischen dem dunkleren Deposit
und dem helleren Hintergrund bestimmt. Eine Kopie des Originalbildes
wird mit diesem Minimum binarisiert und der Algorithmus sucht dann ei-
ne zusammenha¨ngende schwarze Fla¨che, die von x = 0 bis x = Nx reicht.
1Das verwendete Programm heißt float front db, sein Quellcode befindet sich im Verzeichnis
programme/disp/ der beiliegenden CD.
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Abbildung 4.1: Die drei Stufen der Fronterkennung. Der Grauwertverlauf in ei-
ner Spalte des Bildes wird durch die  repra¨sentiert. ybina ist der ho¨chste y-Wert,
der nach der Binarisierung noch schwarz ist, yint ist das Pixel mit der gro¨ßten
Grauwertsteigung und yfloat das Ergebnis der Wendepunktinterpolation.
Diese Bedingung wird nur vom Deposit oder der Elektrode erfu¨llt, nicht
jedoch von vor der Front gelegenen Staubteilchen. Die Oberkante dieser
Fla¨che wird als die Ho¨he ybina des schwarzen Pixel mit dem gro¨ßten y-
Wert in der jeweiligen Spalte bestimmt.
2. In jeder Spalte wird das Pixelpaar g(x, yint), g(x, yint + 1) bestimmt, wel-
ches die gro¨ßte positive Grauwertdifferenz aufweist. Diese Suche wird
nur innerhalb eines vorgegebenen Intervalls um ybina durchgefu¨hrt. Die
Intervallgrenzen werden gegebenenfalls verkleinert, falls ein Vorzeichen-
wechsel in der Steigung auftaucht. Durch diese Einschra¨nkung wird der
Algorithmus robust gegen Staub vor der Front bzw. poro¨se Fronten, wie
sie bei den Fingerexperimenten auftauchen.
3. Subpixelauflo¨sung wird errreicht, indem die Front mit dem “Wende-
punkt“ yfloat des Grauwertverlaufs identifiziert wird. Um diesen zwischen
yint und yint + 1 zu interpolieren, wird die diskrete Variante der zweiten
Ableitung g′′ = ∂
2
∂y2 g der Grauwerte beno¨tigt:
g′′(yint) = g(yint + 1)− 2g(yint) + g(yint − 1)
g′′(yint + 1) = g(yint + 2)− 2g(yint + 1) + g(yint)
g′′(yint) ist positiv und g′′(yint + 1) negativ. Der Wendepunkt yfloat ent-
















Abbildung 4.2: Grauwerthistogramm eines Bildes. Der Pfeil markiert das
Histogramm-Minimum. Niedrigere Grauwerten entsprechen dem Deposit, hel-
lere Pixel sind Bestandteil des Hintergrunds.
spricht dem Nulldurchgang der zweiten Ableitung und wird mit Hilfe einer
Geradengleichung interpoliert:
yfloat = yint +
g′′(yint)
g′′(yint) + |g′′(yint + 1)| (4.1)
yfloat(x, t) wird abschließend mit einem Medianfilter der Breite 7 Pixel be-
handelt. Dies dient der Unterdru¨ckung des aus der poro¨sen Feinstruktur des
Deposits resultierenden Schrot-Rauschens (Ja¨hne, 1997). Abbildung 4.3 zeigt
die so gewonnenen Frontverla¨ufe h(x, t). Ausgewertet wird das in Abbildung 2.7
dargestellte Experiment.
4.1.1 Fehlerabscha¨tzung
Der Fehler der Subpixelinterpolation δ entspricht der Differenz zwischen inter-
polierter Frontposition yfloat und dem realen Ort des gro¨ßten Helligkeitsgradi-
enten yreal.
δ(x, t) = yreal(x, t)− yfloat(x, t) (4.2)
yreal ist experimentell nicht zuga¨nglich. Eine Na¨herung y
∗
real la¨sst sich unter zwei
Bedingungen rekonstruieren:
a) Die Interpolationfehler δ sind in Zeit und Ort zufa¨llig verteilt:∑
x
δ(x, t) = 0 (4.3)
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Abbildung 4.3: Resultat h(x, t) der Fronterkennung des in Abbildung 2.7 dar-
gestellten Experimentes. Die unterste Linie repra¨sentiert die anfa¨ngliche Kato-
denposition. Daru¨ber befinden sich die Frontkurven fu¨r t = 156 s, 259 s, 362 s
und 466 s. Der Auschnitt zwischen den gestrichelten Linien wird von dem in Ab-
schnitt 4.2 beschriebenen Algorithmus fu¨r die weitere Verarbeitung ausgewa¨hlt.
und: ∑
t
δ(x, t) = 0 (4.4)
b) Betrachtet wird eine ruhende Elektrode ohne Wachstum. In diesem Fall
ist die Ho¨hendifferenz zweier Punkte: ∆y(x1, x2) = yreal(x1, t)−yreal(x2, t)
von der Zeit unabha¨ngig, auch wenn sich die Elektrode als Ganzes durch
thermischen Drift oder Vibrationen bewegt.
Mittelwertbildung u¨ber die gesamte Breite der Front in Gleichung 4.2 liefert















0 = yreal(t)− yfloat(t) (4.5)
d.h. die gemessene mittlere Frontho¨he yfloat(t) und die reale mittlere Frontho¨he
yreal(t) sind zu jedem Zeitpunkt identisch. Die Entwicklung dieser mittleren
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Zwei Messungen von yavg(t) mit dem in Kapitel 3.1 beschriebenen Aufbau
sind in Abbildung 4.4 dargestellt. Die Auflo¨sung entspricht der auch in den
Experimenten verwendeten: 7,9 µm pro Pixel. Die zeitliche Entwicklung von
yavg(t) setzt sich zusammen aus einer langsamen, wahrscheinlich thermischen
Drift und Vibrationen, die durch Geba¨udeschwingungen und Erschu¨tterungen
durch den mechanischen Shutter der Kamera . Wa¨hrend einer Messung wird
yavg(t) sowohl an der Vorder- als auch der Ru¨ckseite eines ruhenden Drahtes





























Abbildung 4.4: Die durchgezogenen Linien entsprechen der mittleren Frontho¨he
yavg(t) von Vorder- und Ru¨ckseite eines Drahtes, die Gasfederung des optischen
Tisches ist nicht in Betrieb. Im Experiment mit Gasfederung (gestrichelte Linie)
zeigt yavg(t) eine deutlich geringere Rauschamplitude bei vergleichbarer Drift.
Aus Annahme b) folgt, dass alle Punkte der Front die gleiche zeitliche Ent-
wicklung wie yavg(t) aufweisen sollten. Eine na¨herungsweise Darstellung der
realen Frontposition y∗real(x, t) hat somit die Form:
y∗real(x, t) = yavg(t) + ∆y(x) (4.7)
wobei ∆y(x) die Konturlinie der Front beschreibt. ∆y(x) wird aus einer Mit-
telung von yfloat(x, t) u¨ber alle Nt Zeitpunkte gewonnen. Aufgrund von Glei-
chung 4.4 heben sich wiederum die in yfloat enthaltenen Interpolationsfehler
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(yfloat(x, t)− yavg(t)) (4.8)
Abbildung 4.5 ermo¨glicht einen Vergleich zwischen der interpolierten Front-
position yfloat(x, t) und den Rekonstruktionen der realen Frontposition y
∗
real(x, t).
Die Qualita¨t der Rekonstruktion ist besser, wenn ein Folienstreifen anstelle ei-
nes eingespannten Metalldrahtes als Elektrode verwendet wird. Dies la¨sst sich
damit erkla¨ren, dass der verwindungssteife Metallstreifen die Annahme b) bes-
ser realisiert.
Der jeweilige Abstand der beiden Kurven in Abbildung 4.5 ist ein Scha¨tzwert
fu¨r den Fehler der Subpixelinterpolation δ∗(x, t):
δ∗(x, t) = y∗real(x, t)− yfloat(x, t) (4.9)
Abbildung 4.6 zeigt die Histogramme von δ∗(x, t) fu¨r die beiden in Abbil-
dung 4.5 dargestellten Experimente. Eine Anpassung mit einer Gaußfunktion
ergibt eine Standardabweichung s von 0,028 Pixel fu¨r den Folienstreifen bzw.
0,047 Pixel fu¨r den Draht.
In Abschnitt 5.1 wird gezeigt, dass typische Wachstumsgeschwindigkeiten
der Front in der Gro¨ßenordnung von 15 µm/s liegen. Aus der verwendeten Be-
lichtungszeit tbel = 100 ms folgt eine Bewegungsunscha¨rfe von 0,2 Pixeln. Der
Fehler der Subpixelinterpolation ist mit 0,05 Pixel deutlich kleiner und kann
daher vernachla¨ssigt werden.




































Abbildung 4.5: Zeitliche Entwicklung der Rekonstruktion der realen Frontpo-
sition y∗real (dicke Linie) und der aus den Einzelspalten interpolierten Frontpo-
sitionen yfloat (du¨nne Linie) in den Spalten x = 100, 1400 und 2800 (jeweils
von oben nach unten). In Abbildung (a) ist die Elektrode ein 10 mm breiter
Folienstreifen, in Abbildung (b) ein Draht mit 125 µm Durchmesser.






















Abbildung 4.6: Histogramm des Subpixelinterpolationsfehler δ∗. Ausgewertet
wurden die in Abbildung 4.5 dargestellten Experimente: • zeigt das Ergebnis
des Folienstreifens, ◦ des Drahtes. Die durchgezogenen Linien sind Anpassungen
mit einer Gaußfunktion.
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4.2 Frontbeschneidung
Ein Loch ist im Eimer, Karl-Otto, Karl-Otto,
ein Loch ist im Eimer, Karl-Otto, ein Loch.
Dann stopf es, oh Henry, oh Henry, oh Henry,
dann stopf es, oh Henry, oh Henry, machs zu!
Womit denn, Karl-Otto, Karl-Otto, Karl-Otto,
womit denn, Karl-Otto, Karl-Otto, womit?
Medium Terzett
4.2.1 Problem
Wa¨hrend in der Theorie die Annahme einer kleinen sinusfo¨rmigen Sto¨rung der
anfa¨nglich ebenen Grenzlinie problemlos mo¨glich ist, werden die realen Anfangs-
bedingungen meist durch zufa¨llige Sto¨rungen und Rauschen gesetzt und liegen
somit außerhalb der Kontrolle der Experimentatorin. Ein geeigneter Ansatz fu¨r
die Diskussion dieser Grenzlinien besteht in einer U¨berlagerung von mehreren
Moden:









Die mj sind die Modenzahlen der Schwingungen, d.h. die Anzahl der Perioden,
die in das Beobachtungsfenster der La¨nge L = Nx ∆k passen (∆k = Pixelab-
stand). Diese mj werden in der Praxis fast nie ganzzahlig sein, sie ergeben sich





Gema¨ß der Dispersionsrelation werden die Amplituden H(mj, t) einiger Mo-
den exponentiell wachsen, der Rest verschwindet. n sei diese endliche Anzahl
relevanter Moden.
Die im na¨chsten Schritt der Auswertung verwendete Fourierzerlegung der
Grenzlinie berechnet die Amplituden fu¨r ganzzahligen Modenzahlen mDFT ∈
[0, 1, 2...Nx/2].
2 Aus diesem Unterschied zwischen den ganzzahligen mDFT und
den gebrochenen mi resultiert das als Leakage bekannte Problem: Bei der Be-
rechnung der Fourieramplituden
”
lecken“ (verteilen sich) die real vorhandenen
Amplituden H(mj) in unterschiedliche der berechneten H(mDFT). Eine quan-
titative Analyse findet sich u.a. in Press et al. (1992):
Die Beschra¨nkung auf ein endliches Beobachtungsfenster entspricht der Mul-
tiplikation von h(x, t) mit einer Rechteckfunktion w(x):
w(x) =
{
1 falls 0 ≤ x ≤ L
0 sonst
(4.12)
2Die Einschra¨nkung auf Nx/2 folgt aus dem Nyquist-Theorem, dass die ku¨rzeste Wel-
lenla¨nge und damit auch die gro¨ßte Modenzahl festlegt, die aus den diskreten Daten bestimmt
werden kann.
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H(mj)W (mDFT −mj) (4.13)
Der in Abbildung 4.7 dargestellte Betrag der Fouriertransformierten eines Recht-






wobei ∆m die Modendifferenz darstellt:






















Abbildung 4.7: Der Betrag der Fouriertransformierten eines Rechteckfensters.
Die Konsequenzen lassen sich leicht am Beispiel einer Grenzlinie verdeut-
lichen, die nur aus einem Sinus der Mode mj = 4,5 und und der Amplitude
H(4, 5) besteht. Fu¨r das Ergebnis der DFT folgt aus Gleichung 4.14 :
H(4) = H(5) = 0, 64 ·H(4, 5) (∆m = ±0, 5)
H(3) = H(6) = 0, 21 ·H(4, 5) (∆m = ±1, 5)
H(2) = H(7) = 0, 13 ·H(4, 5) (∆m = ±2, 5)
........
Auf diese Weise kann das Leakage stark angeregter, gebrochenzahliger Moden
die Entwicklung schwa¨cherer benachbarter Moden u¨berdecken.
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Abbildung 4.7 zeigt jedoch auch ein weiteres wichtiges Ergebnis: W (∆m)
ist Null fu¨r alle ganzzahligen und von Null verschiedenen Werte von ∆m. Das
bedeutet anschaulich, dass fu¨r ganzzahlige mj kein Leakage stattfindet. Diese
Forderung ist gema¨ß Gleichung 4.11 identisch mit:
L
λj
∈ [1, 2, 3...Nx/2] (4.16)
Gemeinhin werden drei Lo¨sungsansa¨tze auf dieses Problem angewandt:
• Die beste Lo¨sung ist die experimentelle Realisierung von periodischen
Randbedingungen, Gleichung 4.16 ist dann automatisch erfu¨llt. Die Un-
tersuchung von Betat et al. (1999) u¨ber die Entstehung von Sandrippeln
in einem Ringkanal mag hier als Beispiel dienen.
• Eine Pra¨paration der anfa¨nglichen Grenzfla¨che ermo¨glicht eine Kontrolle
der λj, so dass L passend gewa¨hlt werden kann. Eine Untersuchung des
Wachstums einzelner angeregter Moden bei der Rayleigh-Taylor-Instabilita¨t
findet sich z.B. bei Waddell et al. (2001).
• Die Multiplikation der Daten mit einer alternativen Fensterfunktion wa(x)
ermo¨glicht die Wahl eines Wa(∆m), das schneller abfa¨llt als das W (∆m)
des Rechteckfensters. Dadurch konzentriert sich das Leakage auf benach-
barte Moden, es tritt nun aber auch dann auf, wenn das urspru¨ngliche
Signal Gleichung 4.16 erfu¨llt. Bo¨ckmann & Mu¨ller (2000) bestimmen z.B.
die Dispersionsrelation einer autokatalytischen Reaktionsfront mit Hilfe
eines sogenannten Hamming-Fensters. Eine ausfu¨hrliche Diskussion der
wichtigsten Fensterfunktionen findet die Leserin in Harris (1978).
In dieser Arbeit wird ein neues Verfahren namens RWOD (Reasonable Waste
Of Data) pra¨sentiert 3:
4.2.2 Einschra¨nkung des Auswertungsfensters
Die Idee des Algorithmus besteht in der Suche nach einem
”
repra¨sentativen“ Aus-
schnitt aus den Rohdaten mit der Breite Lrwod, wobei Lrwod ein gemeinsames
Vielfaches aller im Signal enthaltenen λj sein soll, also Gleichung 4.16 erfu¨llt.
Nur die Daten innerhalb dieses Auschnittes werden dann weiterverwendet, der
Rest wird verworfen. Dem Algorithmus zugrunde liegt die implizite Annahme,
dass ein solches Lrwod existiert und kleiner ist als L. Die Suche beru¨cksichtigt
alle Zeitschritte des Experiments, die La¨nge Lrwod und der Offset o zum Bild-
rand bleiben dabei konstant. Abbildung 4.3 gibt ein Beispiel eines so gewa¨hlten
Ausschnitts.
An den repra¨sentativen oder genauer gesagt Lrwod-periodischen Ausschnitt
werden zwei Forderungen gestellt:
3Der Quellcode des Progammes rwod befindet sich im Verzeichnis programme/disp/ der
beiliegenden CD.
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1. Linke und rechte Seite des Ausschnitts haben zu allen Zeiten die gleiche
Ho¨he
h(o, t) = h(o + Lrwod, t) (4.17)
Daraus folgt:




































































Im Folgenden werden die drei Mo¨glichkeiten diskutiert, unter denen sich Glei-
chungen 4.18 und 4.20 fu¨r alle Zeiten erfu¨llen lassen:
Der intendierte und mathematisch triviale Weg ist es, alle Terme in eckigen







∈ [1, 2...] (4.21)
Ein Vergleich mit Gleichung 4.16 zeigt, dass fu¨r den so gewa¨hlten Ausschnitt
Lrwod das Leakage erfolgreich vermieden wird.
Da die experimentellen Ergebnisse nur reale Werte fu¨r h liefern, ko¨nnten
Kombinationen von o und Lrwod, bei denen das Produkt aus eckiger Klammer
und Exponentialfunktion rein imagina¨r ist, zu Fehlern fu¨hren. Ein Beispiel wa¨re
fu¨r einen einfachen Sinus die Wahl von Lrwod = 0.5 λ mit einem o = 0; linke
und rechte Schnittkante la¨gen konstant auf der Ho¨he Null. Da jedoch auch die
Steigung ausgewertet wird, bzw. in Gleichung 4.20 verglichen mit Gleichung 4.18
ein zusa¨tzlicher Faktor i in diesem Produkt auftaucht, kann diese Mo¨glichkeit
ausgeschlossen werden.
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Gleichung 4.18 und 4.20 ko¨nnen prinzipiell auch durch die Wahl geeigneter
H(mj, t) erfu¨llt werden. Hierfu¨r wird Gleichung 4.18 fu¨r alle Zeitpunkte ti mit
i ∈ [1 : Nt] als Matrixgleichung dargestellt:

H(m1, t1) · · · H(mn, t1)
H(m1, t2) · · · H(mn, t2)


































Gleichung 4.22 hat nur dann eine nichttriviale Lo¨sung, wenn der Rang r der
Matrix kleiner ist als n. Die Zeitentwicklung der H wird im linearen Regime
beschrieben durch: H(mj, t) ∼ eσj t. Solange
1. die Wachstumsraten σj paarweise verschieden sind und
2. mehr Zeitschritte als relevante (stark angeregte) Moden betrachtet werden
(Nt ≥ n),
sind die H(mj, t) linear unabha¨ngig, und es gilt r = n. Damit verbleibt das
Erfu¨llen von Gleichung 4.21 als einzige Mo¨glichkeit.
4.2.3 Implementierung
Aufgrund des Rauschanteils der h(x, t) ko¨nnen in der Praxis Gleichung 4.17
und 4.19 nur na¨herungsweise erfu¨llt werden. Der Algorithmus sucht zuna¨chst
fu¨r jeden mo¨glichen Wert von Lrwod den Offset omin, fu¨r den die Ho¨hendiffe-






|h(o, t)− h(o + Lrwod, t)|
)
(4.23)
ist in Abbildung 4.8 (a) dargestellt. Ausgewertet wird die in Abbildung 2.7
bzw. 4.3 dargestellte Frontentwicklung.







− ∂h(omin + Lrwod, t)
∂x
(4.24)
bestimmt. Die Ableitungen werden als Ho¨hendifferenz zum jeweiligen im Bild
gelegenen Nachbarpixel gebildet. Dieses Verfahren ist deutlich suboptimal, da
die so bestimmten Steigungen stark rauschbehaftet sind. Um wenigstens eine
Trendaussage fa¨llen zu ko¨nnen, wird auf eine Betragsbildung in der Summe ver-
zichtet. In Abbildung 4.8 (b) sind die so bestimmten Werte von Ss dargestellt.
Als Endergebnis wird der gro¨ßte Wert von Lrwod gewa¨hlt, der die folgenden
drei Bedingungen erfu¨llt:
• Sh hat ein lokales Minimum, wobei die durchschnittliche Ho¨hendifferenz
pro Zeitschritt Sh/Nt kleiner als drei Pixel ist.
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• Die gemittelte Steigungsdifferenz Ss/Nt ist kleiner als 1 Pixel/Pixel.
• Eine visuelle Kontrolle von Bedingung 4.19 ist zufriedenstellend.














































Breite des Auschnitts Lrwod [Pixel]
(b)
Abbildung 4.8: Minimale Ho¨hendifferenzsumme Sh (a) und dazugeho¨rige Stei-
gungsdifferenzsumme Ss (b) der in Abbildung 4.3 dargestellten Frontentwick-
lung in Abha¨ngigkeit von Lrwod. Die gestrichelte Linie markiert den fu¨r die
Auswertung gewa¨hlten Wert Lrwod = 2310.
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Falls kein Lrwod existiert, das diese Bedingungen erfu¨llt, wird das Experi-
ment verworfen, was in etwa 10 % der Fa¨lle eintritt. Ansonsten wird die Front-
kurve zwischen o und o + Lrwod einer DFT (diskrete Fouriertransformation)
unterzogen, welche die Fourierspektren H(m, t) als Endergebnis des Program-
mes liefert.
Im Falle der in Abbildung 4.3 dargestellten Frontentwicklung, wird Lrwod =
2310 Pixel gewa¨hlt. Die Entwicklung der zugeho¨rigen Ho¨hendifferenz ∆h(t) =




















Abbildung 4.9: Zeitliche Entwicklung der Ho¨hendifferenz ∆h des in Abbil-
dung 4.3 dargestellten Ausschnitts der Breite Lrwod = 2310 Pixel.
Eine deutliche Verbesserung des Verfahrens ist mo¨glich, indem die Korre-
lation u¨ber einen kleinen Randbereich bestimmt wird, anstatt einzelne Pixel
auszuwerten. Die Suche nach einem Schnitt, der diesen Wert maximiert, wu¨rde
Bedingung 4.17 und 4.19 gleichermaßen erfu¨llen.
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4.3 Teilchenverfolgung
Das Stro¨mungsfeld im Elektrolyten wird mittels Particle Image Velocimetry
(PIV) vermessen: kleine Tracerpartikel bewegen sich mit dem sie umgebenden
Fluid, aus dieser Bewegung la¨sst sich die lokale Geschwindigkeit ~v(x, y, z, t)
der Stro¨mung bestimmen. Wie aus Abbildung 2.2 deutlich wird, findet bei der
dichtegetriebenen Konvektion die Bewegung des Fluids in der y-z-Ebene statt.
Um deren Einfluss auf die Strukturbildung untersuchen zu ko¨nnen, erfolgt die
Beobachtung in der x-y-Ebene. Dies hat zur Konsequenz, dass in jedem Bild-
ausschnitt unterschiedliche Richtungen und Betra¨ge von ~v auftreten ko¨nnen, je
nach der Ho¨he z, in der sich der Tracer bewegt. Die Methode, das Stro¨mungsfeld
aus dem Maximum der Korrelation einzelner Bildsegmente zu bestimmen (Raf-
fel et al., 1998), versagt in dieser Situation. Die Lo¨sung besteht in der Ver-
folgung der Bewegung der einzelnen Tracerpartikel, um auf diese Weise eine
Lagrange’sche Beschreibung des Stro¨mungsfeldes zu erhalten.
Bild 4.10 zeigt auf der linken Seite eine Superposition von drei Einzelbil-
dern, wobei die Tracerpartikel aufgrund der Dunkelfeldmikroskopie als weiße
Punkte vor einem schwarzem Hintergrund erscheinen. Die zusammenha¨ngen-
de weiße Fla¨che am Boden des Bildes repra¨sentiert den Anodendraht. Daru¨ber
schließt sich ein Bereich an, in dem viele Partikel an drei in y-Richtung verscho-
benen Punkten erscheinen, was durch ihre Bewegung in der Konvektionsrolle
verursacht wird. Im obersten Drittel des Bild befinden sich die Partikel außer-
halb der Konvektionsrolle und damit in Ruhe. Die rechte Seite zeigt das dazu-
geho¨rige Stro¨mungsfeld, welches mit dem im na¨chsten Abschnitt vorgestellten

















Abbildung 4.10: Konvektionsrolle vor der Anode. Links: Superposition von drei
mittels Dunkelfeldmikroskopie aufgenommenen Bildern, der Bildabstand be-
tra¨gt jeweils 4 s. Rechts: Von Artemis detektiertes Stro¨mungsfeld. Nur Partikel
mit |~v| > 4,7 µm/s sind eingezeichnet, die Pfeilla¨nge entspricht der Strecke, die
sie in 8 s zuru¨cklegen.
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4.3.1 Artemis
Artemis ist ein im Rahmen dieser Arbeit entwickeltes Paket von Kommando-
zeilenprogrammen, welche aus einer Bildserie mittels Einzelpartikelverfolgung
das Stro¨mungsfeld rekonstruieren. Der Quellcode befindet sich zusammen mit
weitergehender Dokumentation und einem Tutorial im Verzeichnis program-
me/artemis der beiliegenden CD. Artemis speichert alle Ergebnisse in einer
mysql-Datenbank 4. Neben der effizienten Handhabung der anfallenden Daten-
mengen ermo¨glicht dies auch eine flexible Beantwortung komplexer physika-
lischer Fragestellungen. Eine brauchbare Einfu¨hrung in die dafu¨r notwendige
Programmiersprache SQL findet sich bei Taylor (1998). Artemis unterliegt der
GNU Public License 5.
Im Folgenden werden die Begriffe Entita¨t und Partikel unterschieden: Eine
Entita¨t ist eine kleine, zusammenha¨ngende, weiße Fla¨che in einem Bild, die
beweist, dass dort etwas existiert, was Licht streuen kann. Sie wird zum Partikel,
wenn der PIV-Algorithmus eine kontinuierliche Geschichte ihrer Bewegung in
fu¨nf aufeinanderfolgenden Bildern rekonstruieren kann.
Die Auswertung einer Bildserie geschieht in fu¨nf Teilschritten mit den fol-
genden Programmen:
1. Mit db init wird eine neue Datenbank als Container fu¨r die nachfolgenden
Resultate angelegt.
2. front db binarisiert die Bilder mit einem globalen Schwellwert und be-
stimmt dann den Verlauf der Front von Elektrode oder Deposit.
3. enti quot db bestimmt die Schwerpunkte aller Entita¨ten im Bild und tra¨gt
sie in die Datenbank ein. Das zur Identifizierung der Entita¨ten verwendete
Verfahren wird in Abschnitt 4.3.2 genauer beschrieben. Mit diesem Schritt
sind alle Informationen aus den Bildern extrahiert.
4. p 2 f sucht in der Datenbank nach plausiblen Abfolgen von Entita¨ten in
fu¨nf aufeinanderfolgenden Zeitschritten. Im Erfolgsfall wird die Geschwin-
digkeit ~v des so gefundenen Partikels berechnet und in der Datenbank ein-
getragen. Details des Algorithmus werden in Abschnitt 4.3.3 diskutiert.
5. Die Ergebnisse ko¨nnen mit mehreren Programmen visualisiert oder stati-
stisch aufbereitet werden:
• Die Programme make histo v und make histo alpha berechnen Histo-
gramme von La¨nge und Winkel von ~v in beliebig ra¨umlich und zeit-
lich einschra¨nkbaren Bildbereichen.
• stroemungsfeld erzeugt mit Hilfe von Gnuplot Bilder des Stro¨mungs-
felds. Abbildung 4.10 rechts gibt ein Beispiel.
• Das Programm film ab erzeugt Bitmaps fu¨r die Produktion animier-
ters Gifs. Die Dateien anode piv.gif und katode piv.gif im Verzeich-
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4.3.2 Bildsegmentierung
enti quot db arbeitet in zwei Schritten. Zuerst wird das Bild segmentiert, d.h.
fu¨r jedes Pixel wird entschieden, ob es zu irgendeiner Entita¨t geho¨rt oder zum
Hintergrund. Anschließend werden die einzelnen Entita¨ten identifiziert. Hierzu
werden jeweils alle Entita¨tspixel bestimmt, die mindestens eine gemeinsame
Kante haben und deshalb zur gleichen Entita¨t geho¨ren. Aus den Koordinaten
dieser Einzelpixel, gewichtetet mit ihrem urspru¨nglichen Grauwert, wird der
Schwerpunkt der Entita¨t berechnet und in die Datenbank eingetragen.
Segmentierung bedeutet eine Binarisierung des Bildes. Die in Abbildung 3.6
gezeigte Inhomogenita¨t der Beleuchtung macht die Verwendung eines globalen
Schwellwertes ungeeignet. Das optimale Verfahren ist eine pixelweise Division
der Grauwerte mit den Grauwerten g0(x, y) eines Hintergrundbildes, welches





gro¨ßer ist als ein Schwellwert qkrit, wird das Pixel als Entita¨tspixel gewertet und
auf weiß gesetzt, ansonsten za¨hlt es zum schwarzen Hintergrund.
Um einen Ersatz fu¨r das nicht vorhandene Hintergrundbild zu gewinnen,
wird das jeweils bearbeitete Bild mehrfach mit einem Tiefpassfilter behandelt,
bis alle Entita¨ten zu einer mittleren lokalen Helligkeit verschmiert sind. Abbil-
dung 4.12 zeigt das so aus Abbildung 4.11 gewonnene Hintergrundbild. Imple-
mentiert wird der Tiefpass als ein Gaußfilter mit einer 3×3 Matrix, der Ntp
mal in Serie auf das Bild angewandt wird, wobei die Zwischenergebnisse in
Gleitkommazahlen gespeichert werden. Pixel, die zur Front oder dem Deposit
geho¨ren, werden bei der Filterung ausgespart.
Abbildung 4.13 zeigt das Resultat einer pixelweisen Bilddivision von Abbil-
dung 4.11. Das Ergebnis der Segmentierung ist abha¨ngig von qkrit und Ntp. Wie
aus Abbildung 4.14 ersichtlich ist, gibt es keine speziell ausgezeichneten Werte
fu¨r qkrit und Ntp. Die in dieser Arbeit pra¨sentierten Experimente werden alle
mit Ntp = 10 ausgewertet, fu¨r qkrit werden jeweils mindestens drei unterschied-
liche Werte untersucht. Die besten Erkennungsraten werden mit qkrit zwischen
1,3 und 1,5 erzielt.
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Abbildung 4.11: Ein in Dunkelfeldmikroskopie aufgenommenes Bild der Anode.
Die Bildbreite entspricht 8,7 mm.
Abbildung 4.12: Hintergrundbild, gewonnen durch 10-malige Tiefpassfilterung
von Abbildung 4.11.
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Abbildung 4.13: Ergebnis der Bildsegmentierung von Abbildung 4.11 mit den






















Abbildung 4.14: Anzahl der in Bild 4.11 detektierten Entita¨ten in Abha¨ngigkeit
von qkrit und der Anzahl der Tiefpassfilterungen: Ntp = 5 (•), 10 (), 20 (N).
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4.3.3 Suchalgorithmus
Das Ziel von p 2 f ist es, fu¨r jede Entita¨t, die zum Zeitpunkt t = n existiert,
zwei mo¨gliche Ahnen zu den Zeitpunkten t = n − 1 und t = n − 2 sowie zwei
mo¨gliche Nachfahren zu den Zeitpunkten t = n+1 und t = n+2 zu finden. Die
Positionen dieser fu¨nf Entita¨ten mu¨ssen dabei als die Spur eines Partikels ver-
standen werden ko¨nnen, das sich mit in erster Na¨herung konstantem ~v bewegt.
In der vorliegenden Implementierung ist ein konstanter zeitlicher Bildabstand
eine notwendige Voraussetzung fu¨r den erfolgreichen Einsatz des Programmes.
In Abbildung 4.15 sind die einzelnen Schritte der Suche nach potentiellen Vor-
fahren dargestellt:
1. Schritt: Alle Entita¨ten des Bildes t = n werden der Reihe nach bearbeitet.
Die aktuelle Start-Entita¨t ist blau markiert.
2. Schritt: Zum Zeitpunkt t = n−1 wird die Entita¨t bestimmt, die der Posi-
tion der blauen Entita¨t am na¨chsten liegt. Falls deren Abstand gro¨ßer ist
als der prima¨re Suchradius rprim (cyan), wird die Start-Entita¨t verworfen
und zu Schritt 1 zuru¨ckgekehrt.
3. Schritt: Falls die Entita¨t, wie hier die Lilane, innerhalb des prima¨ren Such-
radius liegt, wird sie als Ahne der Start-Entita¨t akzeptiert. Die Geschwin-
digkeit ~v1 wird aus dem Abstand der beiden bestimmt.
4. Schritt: Die Suche nach einem potentiellen Urahnen zum Zeitpunkt t =
n − 2. Dazu berechnet der Algorithmus zuna¨chst aus der Position des
Ahnen zum Zeitpunkt t = n− 1 und der Geschwindigkeit −~v1 einen Er-
wartungswert. Dieser Punkt wird durch den offenen dunkelblauen Punkt
repra¨sentiert. Dann wird die na¨chstliegende Entita¨t bestimmt. Falls deren
Abstand gro¨ßer ist als der sekunda¨re Suchradius rsek (dunkelblau), wird
die Start-Entita¨t verworfen und zu Schritt 1 zuru¨ckgekehrt.
5. Schritt: Falls ein Urahne innerhalb des sekunda¨ren Suchradius gefunden
wird, wird die Geschwindigkeit ~v2 bestimmt.
Die Schritte 4. und 5. werden dann sinngema¨ß fu¨r die Zeitpunkte t = n + 1
und t = n + 2 wiederholt. Wenn auch diese beiden Suchvorga¨nge erfolgreich
verlaufen, wird die Geschwindigkeit des Start-Entita¨t als Mittelwert der vier
Zwischenbildgeschwindigkeiten ~v1 bis ~v4 berechnet. Abschließend wird die Start-
Entita¨t in der Datenbank als Partikel markiert und ihre Geschwindigkeit abge-
speichert.
Die Tatsache, dass bei jedem Suchvorgang jeweils nur die na¨chstgelegene
Entita¨t beru¨cksichtigt wird, verschlechtert die Erkennungsrate fu¨r schnelle Par-
tikel. Als Gegenmaßnahme erfolgt die Auswertung zweistufig: in einem ersten
Durchgang werden nur Partikel beru¨cksichtigt, deren Geschwindigkeit kleiner
als 0,5 Pixel/Bild ist. Dadurch arbeitet der zweite Durchgang mit wesentlich lee-
reren Bildern, was die Erkennung schneller Partikel vereinfacht. Abbildung 4.16
zeigt am Beispiel einer anodischen Konvektionsrolle, wie sich die Anzahl der im









Bild zur Zeit t = nBild zur Zeit t = n−1Bild zur Zeit t = n−2
5. Schritt 
Partikel (t = n−1)
Partikel (t = n)






Abbildung 4.15: Die fu¨nf Schritte der Suche nach potentiellen Vorfahren der
Start-Entita¨t. Das bearbeitete Bild ist jeweils schwarz umrahmt.
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ersten und zweiten Durchgang detektierten Partikel entwickelt: mit wachsen-
der La¨nge der Konvektionsrolle steigt der Anteil der Partikel mit |~v| > 0,5












Abbildung 4.16: Anzahl der Entita¨ten  und der im ersten (•) und zweiten (◦)
Durchgang von p 2 f gefundenen Partikel. Ausgewertet wird eine wachsende
anodische Konvektionsrolle.
4.3.4 Wahl der Suchradien
p 2 f fu¨hrt zwei neue Parameter ein: den prima¨ren Suchradius rprim und den
sekunda¨ren Suchradius rsek. Fu¨r beide lassen sich sinnvolle Werte aus dem Ex-
periment motivieren.
rprim bestimmt die Geschwindigkeit des schnellsten Partikels, das noch ge-
funden werden kann. Das Histogramm der Partikelgeschwindigkeiten in Ab-
bildung 4.17 demonstriert diesen Einfluss von rprim. Die in der ausgewerteten
Bildserie auftretenden Geschwindigkeiten sind kleiner als 3,8 Pixel/Bild. Mit der
Wahl rprim = 2 oder 3 Pixel werden die schnelleren Partikel nicht vollsta¨ndig
detektiert.
Der optimale Wert von rsek wird durch einen Kompromiss bestimmt. Je
gro¨ßer rsek gewa¨hlt wird, desto mehr toleriert der Algorithmus eine Beschleu-
nigung des Partikels wa¨hrend des Messvorganges. Da der Algorithmus in einer
gerasterten Welt lebt, werden außerdem zufa¨llige Schwankungen des Schwer-
punktes von Einpixel-Entita¨ten auftreten. Eine untere Grenze fu¨r rsek ist somit
1 Pixel. Je gro¨ßer rsek jedoch gewa¨hlt wird, desto gro¨ßer wird die Wahrschein-
lichkeit, dass irrtu¨mlich ein Partikel detektiert wird.





















Abbildung 4.17: Histogramm der Partikelgeschwindigkeiten in Abha¨ngigkeit
vom prima¨ren Suchradius: rprim = 2 Pixel (gepunktete Linie), 3 Pixel (gestri-
chelte Linie) und 4 Pixel (durchgezogene Linie).
Eine obere Grenze fu¨r die Fehlerrate F des Algorithmus la¨sst sich abscha¨tzen,
indem fu¨nf Bilder betrachtet werden, in denen jeweils zufa¨llig Nent Entita¨ten
plaziert werden. Alle in dieser Situation detektierten Partikel sind Fehler 6.
Die Fla¨che eines Bildes beinhaltet NxNy Quadratpixel. Die Wahrscheinlich-
keit, dass eine zufa¨llig im Bild plazierte Entita¨t außerhalb des sekunda¨ren Such-
radius liegt, betra¨gt somit: 1 − pir2sekNxNy . Damit folgt fu¨r die Wahrscheinlichkeit,




Fu¨r die erfolgreiche Erkennung eines Pixels ist jedoch die Wahrscheinlichkeit










Um auf Partikel pla¨dieren zu ko¨nnen, mu¨ssen drei Ahnen/Nachfolger in se-
kunda¨ren Suchradien gefunden werden. Wa¨hrend der Bearbeitung der Nent En-
tita¨ten im Ausgangsbild, ko¨nnen Nent irrtu¨mliche Detektionen auftreten. Die
Gesamtfehlerrate pro Bild F betra¨gt somit F = Nent p
3 oder:










6Diese U¨berlegungen enstanden in Zusammenarbeit mit Peter Kohlert.
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Abbildung 4.18 illustriert die Abha¨ngigkeit der Fehlerrate von rsek und Nent.
Diese Abscha¨tzung von F stellt eine obere Schranke dar, die reale Fehlerate von
p 2 f ist besser, da im ersten Durchgang rsek effektiv auf 0,5 Pixel reduziert ist
und im zweiten Durchgang eine deutlich reduzierte Anzahl Entita¨ten bearbeitet
wird. Die in dieser Arbeit pra¨sentierten Ergebnisse wurden mit einem rsek von
1,5 Pixeln gewonnen, Die Werte fu¨r Nent liegen zwischen 3000 und 5000 in















Abbildung 4.18: Abha¨ngigkeit der Fehlerrate vom sekunda¨ren Suchradius: rsek
= 2,5 Pixel (gepunktete Linie), 2 Pixel (gestrichelte Linie) und 1,5 Pixel (durch-
gezogene Linie). Die Bildgro¨ße betra¨gt Nx = Ny = 512 Pixel.
Kapitel 5
Geometrische Eigenschaften
Suche zuerst die Fakten; dann kannst du sie nach Belieben verdre-
hen.
Mark Twain
Dieses Kapitel bescha¨ftigt sich mit der Charakterisierung der ra¨umlichen Struk-
tur des Deposits. In Abschnitt 5.1 wird die Wachstumsgeschwindigkeit der Fin-
ger bestimmt, Abschnitt 5.2 untersucht deren Ausdehnung in z-Richtung und
Abschnitt 5.3 widmet sich der Frage, ob die Fingerbildung ein fraktales Pha¨no-
men ist.
5.1 Wachstumsgeschwindigkeit
Um die zeitliche Entwicklung der Finger zu beschreiben, ist in Abbildung 5.1
die Position des ho¨chsten Punktes hmax(t) und des tiefsten Punktes hmin(t) der
Front dargestellt. Drei unterschiedliche Phasen sind erkennbar:
• Wa¨hrend der ersten 20 s des Experimentes tritt kein sichtbares Wachs-
tum auf, hmax ist konstant. Dieser Zeitraum ist die Sands-Zeit, in der die
Kupferionenkonzentration unmittelbar vor der Katode auf Null absinkt.
• Das danach einsetzende Wachstum beno¨tigt etwa 90 s, ehe eine auf der
gesamten Breite der Elektrode zusammenha¨ngende Depositschicht ent-
standen ist. Das Ende dieser Phase wird durch den ersten stufenhaften
Anstieg von hmin markiert. Im gleichen Zeitraum bildet sich auch die
Kupferhydroxidschicht.
• Nach etwa 110 s setzt die Fingerinstabilita¨t ein.
Fu¨r die weitere Auswertung in den folgenden Kapiteln wird die mittlere Ge-
schwindigkeit v0 der Front beno¨tigt. Diese wird durch Geradenanpassungen an
die Entwicklung der mittleren Ho¨he der Front h0(t) bestimmt. h0 entspricht der
Mode 0 der diskreten Fouriertransformation. Abbildung 5.2 zeigt die zeitliche
Entwicklung von h0 fu¨r drei identische Experimente.
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Abbildung 5.1: Zeitliche Entwicklung der Position des ho¨chsten Punktes hmax
(•) und tiefsten Punktes hmin (◦). Ausgewertet wird das Experiment aus Ab-
bildung 2.7.
Die Abha¨ngigkeit der mittleren Frontgeschwindigkeiten von den experimen-
tellen Parametern ist in Tabelle 5.1 dargestellt. Alle Ergebnisse entsprechen







Tabelle 5.1: Mittlere Frontgeschwindigkeiten v0 in Abha¨ngigkeit von angelegter
Spannung U und Zelldicke d. Der Elektrolyt besteht aus 50 mM CuSO4 und
4 mM Na2SO4.


























Abbildung 5.2: Zeitliche Entwicklung der mittleren Frontho¨he h0 in drei Ex-
perimenten mit d = 250 µm und U = 15 V. Die mit • dargestellten Messwerte
entsprechen dem Experiment aus Abbildung 2.7. Um die Suche nach einem
geeigneten Ausschnitt zu optimieren, wertet das Programm rwod die Frontent-
wicklung der ersten 77 s nicht aus, dadurch wird auch h0 in diesem Zeitraum
nicht bestimmt.
5.2 Ho¨he des Deposits
Die mittlere Ausdehnung ddep des Deposits in z-Richtung kann nur indirekt
bestimmt werden. Sie entspricht dem Quotienten aus dem Volumen Vdep des
abgeschiedenen Materials und der vom Deposit eingenommenen Fla¨che Adep.
Vdep kann anhand des Faradayschen Gesetztes aus der zugefu¨hrten Ladung Q
berechnet werden.
Abbildung 5.3 zeigt die zeitliche Entwicklung der Stromsta¨rke I fu¨r unter-
schiedliche experimentelle Parameter. Der leichte Abfall zu Beginn der Experi-
mente markiert die Sands-Zeit. Die zugefu¨hrte Ladung Q(t) eines Experimentes
ergibt sich aus dem Integral
∫ t
0 I(t)dt.
Fu¨r die Bestimmung der Fla¨che Adep(t) des Deposits werden zuna¨chst alle
Bilder eines Experimentes mit einem einheitlichen Schwellwert gs binarisiert. gs
ist der Mittelwert der Minima der Grauwerthistogramme der ersten 20 Bilder
des Experimentes (vergl. Abbildung 4.2). Adep(t) wird dann aus der Anzahl der
schwarzen Pixel bestimmt.
In Abbildung 5.4 ist Adep als Funktion von Q aufgetragen. Fu¨r Q ≤ 1 As wer-
den die Experimente recht gut durch eine Gerade mit der Steigung 150 mm2/As




















Abbildung 5.3: Zeitliche Entwicklung der Stromsta¨rke. Die angelegte Spannung
betra¨gt 15 V (•, N) und 19 V (), die Zellho¨he 250 µm (•, ) und 125 µm (N).
beschrieben. Da dieser Proportionalita¨tsfaktor unabha¨ngig von den unterschied-
lichen experimentellen Parametern ist, gilt dies auch fu¨r ddep. Die Abweichung
der Experimente mit d = 125 µm und U = 15 V von der Geradenform weist
entweder auf eine Zeitabha¨ngigkeit von ddep hin oder auf eine A¨nderung der
chemischen Zusammensetzung des Deposits.
Lo`pez-Salvans et al. (1997a) zeigen, dass das Deposit aus etwa 15% Cu und
85% Cu2O besteht. 1 As scheidet 5,18 · 10−6 Mol Cu2+-Ionen ab. Diese Ladungs-
menge entspricht, wie Tabelle 5.2 zeigt, einem Depositvolumen von 0,11 mm3
und gema¨ß Abbildung 5.4 einer Fla¨che von 150 mm2. Die mittlere Ho¨he des
Deposits ddep betra¨gt somit 0,7 µm, ist unabha¨ngig von den experimentellen
Parametern und deutlich kleiner als die Zellho¨he d. Die vom Deposit eingenom-
mene Fla¨che entha¨lt im Wesentlichen verbrauchten Elektrolyten bzw. Wasser.
Aus den in Tabelle 5.2 berechneten Werten folgt fu¨r das molare Volumen
des Deposits: VMol = 2,1 · 10−5 m3/Mol.






















Abbildung 5.4: Fla¨che des Deposits als Funktion der zugefu¨hrten Ladung. Die
angelegte Spannung betra¨gt 15 V (•, N) und 19 V () bei Zellho¨hen von 250 µm
(•, ) und 125 µm (N).
Cu Cu2O
Deposit besteht aus: 15% 85%
1 As scheidet ab: 7,8 · 10−7 Mol 4,4 · 10−6 Mol
Molmasse: 63,5 g/Mol 143 g/Mol
abgeschiedene Masse: 4,9 · 10−5 g 6,3 · 10−4 g
Dichte: 8,92 g/cm3 6,0 g/cm3
abgeschiedenes Volumen: 5,5 · 10−6 cm3 1,05 · 10−4 cm3
Gesamtvolumen Vdep: 0,11 mm
3
Tabelle 5.2: Berechnung des Depositvolumens, das von einer Ladung von 1 As
abgeschieden wird. Die Dichten stammen aus Lide (1994).
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5.3 Ist das Deposit ein Fraktal?
Wie in Abschnitt 2.4 dargestellt wird, ist die Theorie der viskosita¨tsverursachten
Fingerbildung ein Kandidat zur Erkla¨rung des elektrodeposiven Fingerwachs-
tums. Die in Abschnitt 1.3.3 beschriebene Diskussion, ob die viskosita¨tsverur-
sachten Finger selbsta¨hnlich sind, la¨sst diese Fragestellung auch hier interessant
erscheinen.
Aufgrund der Anisotropie der Wachstumsrichtung ist zu erwarten, dass die
Finger eher selbstaffin als selbsta¨hnlich sind. Eine Untersuchung, inwieweit Me-
thoden zur Bestimmung der fraktalen Dimension auch zur Charakterisierung
selbstaffiner Strukturen angewandt werden ko¨nnen, findet sich z.B. bei Schmitt-
buhl et al. (1995). Da die experimentellen Daten nur einen relativ geringen
ra¨umlichen und zeitlichen Bereich der Fingerentwicklung erfassen, ko¨nnen hier
nur erste Hinweise zu diesen Fragen erwartet werden. Daher wird im Folgenden
mit einer gewissen methodischen Toleranz verfahren.
Die Untersuchung auf Selbsta¨hnlichkeit erfolgt mit zwei verschiedenen Me-
thoden, deren Ergebnisse in den na¨chsten beiden Abschnitten beschrieben wer-
den: In Abschnitt 5.3.1 wird die fraktale Dimension mit dem so genannten
Ka¨stchen-Za¨hl Algorithmus (englisch: box-counting) bestimmt. Dieses Verfah-
ren wird z.B. auch von Couder (1988) und Bisang & Bilgram (1996) eingesetzt.
Abschnitt 5.3.2 beschreibt, wie die Fla¨che Aenv unter der Grenzlinie mit der ma-
ximalen Ho¨he hmax des Deposits skaliert. Diese Auswertung erfolgt in Analogie
mit Rauseo et al. (1987).
Da in den spa¨teren Stadien der Fingerentwicklung die Grenzlinie des Depo-
sits keine eindeutige Funktion der x-Koordinaten bleibt, ist der in Abschnitt 4.1
eingefu¨hrte Fronterkennungsalgorithmus zur Charakterisierung des Deposits
ungeeignet. Die Bestimmung der Fingerhu¨llkurve bzw. der von ihr eingeschlos-
senen Fla¨che erfolgt daher mit einem alternativen Verfahren.
Abbildung 5.5: Konturlinien des in Abbildung 2.7 dargestellten Experimentes.
Die Zeiten betragen von unten nach oben: 202, 300, 403, 501 und 600 s. Die
Breite des Bildes betra¨gt 21,3 mm.
Zuerst wird wiederum der Mittelwert gs der Minima der Grauwerthisto-
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gramme der ersten 20 Bilder des Experimentes bestimmt und mit diesem alle
Bilder der Serie binarisiert. Dann werden alle schwarzen Pixel (Bestandteile
des Deposits) identifiziert, die mindestens einen weißen Nachbarpixel besitzen
(Randpixel sind). Fu¨r die Untersuchung auf Selbsta¨hnlichkeit ist nur die a¨ußere
Fingerhu¨llkurve und nicht die durch die netzartige Feinstruktur entstehenden
Ra¨nder im Inneren von Interesse. Daher wird in einem weiteren Schritt die la¨ng-
ste Konturlinie bestimmt, dies ist die Hu¨llkurve. Alle inneren Randpixel werden
auf weiß gesetzt. Abbildung 5.5 gibt einen Eindruck der so gewonnenen Kon-
turen. Die Bestimmung der Fla¨che Aenv unterhalb der Hu¨llkurve erfolgt durch
einen rekursiven Fu¨llalgorithmus, der auch U¨berha¨nge fehlerfrei verarbeitet.
5.3.1 Ka¨stchen-Za¨hlen
Die beiden Schritte des Ka¨stchen-Za¨hl Algorithmus zur Bestimmung der frak-
talen Dimension f sind eine direkte Umsetzung von Gleichung 1.12:
1. Schritt: Die Kontur wird mit einem Gitter u¨berdeckt, die Kantenla¨nge
der einzelne Ka¨stchen betra¨gt b Pixel. Der Algorithmus bestimmt dann
die Anzahl der Ka¨stchen, die von der Kontur beru¨hrt werden. In Abbil-
dung 5.6 sind diese Ka¨stchen grau schattiert. Fu¨r jedes Gitter existieren
b2 mo¨gliche Positionierungen auf dem Bild. Da keine von diesen besonders
ausgezeichnet ist, werden alle Mo¨glichkeiten ausgewertet und die mittle-
re Anzahl Nbox der von der Kontur beru¨hrten Ka¨stchen bestimmt. Die-
ser Schritt wird fu¨r eine große Anzahl unterschiedlicher La¨ngen b durch-
gefu¨hrt.
Abbildung 5.6: Superposition von Fingerkontur und Gitternetz. Ka¨stchen, die
von der Kontur beru¨hrt werden, sind grau markiert.
2. Schritt: Nbox wird als Funktion von b doppelt logarithmisch aufgetra-
gen. Mittels linearer Regression wird die Steigung der Ausgleichsgerade






























Abbildung 5.7: Die • beschreiben das Ergebnis des Ka¨stchen-Za¨hl Algorithmus.
Ausgewertet wird die in Abbildung 5.5 dargestellte Kontur zum Zeitpunkt t =
600 s. d entspricht der Zellho¨he, kcrit ist die in Abschnitt 6.3 bestimmte margi-
nale Wellenzahl der Dispersionsrelation.
bestimmt, sie entspricht −f .
Abbildung 5.7 zeigt Nbox in Abha¨ngigkeit von b fu¨r die oberste Kontur in
Abbildung 5.5. Aus der Steigung der Ausgleichsgerade folgt: f = 1,286± 0,002.
Eine bessere Beurteilung der Gu¨te der Anpassung erlaubt die lokale fraktale












wobei i der Index u¨ber die zusammengeho¨renden Paare von b und Nbox ist. Die
Entwicklung von flok(b, t), welche in Abbildung 5.8 dargestellt ist, zeichnet ein
differenzierteres Bild der fraktalen Eigenschaften der Finger:
• flok wa¨chst fu¨r alle b mit der Zeit an und entwickelt dabei zwei ausgepra¨gte
Maxima bei b ≈ 50-100 µm und 2,5 mm.
• Die Zelldicke d scheint in U¨bereinstimmung mit Ergebnissen aus Ab-
schnitt 5.2 keinen Einfluss auf flok zu besitzen. Die in Abschnitt 6.3 be-
stimmte marginale Wellenzahl kcrit entspricht ungefa¨hr dem Minimum
von flok.




























Abbildung 5.8: Lokale fraktale Dimension der Konturen in Abbildung 5.5. Die
Differenz von hmax und hmin ist mit Pfeilen markiert. d entspricht der Zellho¨he,
kcrit ist die in Abschnitt 6.3 bestimmte marginale Wellenzahl.
• Das Maximum bei b ≈ 50-100 µm ensteht bei Wellenzahlen, die in den in
Abschnitt 6.3 bestimmten Dispersionrelationen negative Wachstumsraten
aufweisen. Eine visuelle Inspektion der Konturen zeigt, dass die Verursa-
cher wahrscheinlich die Fjorde an den Flanken der Finger sind.
• Da aus hinreichender Entfernung jedes endliche Frontsegment punktfo¨rmig
erscheint, ist der Abfall von flok auf Werte kleiner 1 fu¨r große b real und
kein Artefakt des Algorithmus. Sinnvolle Aussagen werden aber schon fu¨r
b gro¨ßer als die mit Pfeilen markierten Werte schwierig. Diese entsprechen
der jeweiligen Ausdehnung der Kontur in y-Richtung, bestimmt aus der
Differenz von hmax und hmin.
• Die Ausdehnung der sich entwickelnden Finger liegt im Bereich > 1mm.
Das korrospondierende, bei b ≈ 2,5 mm gelegene Maximum von flok wa¨chst
im Laufe des Experimentes stark an. Falls diese Entwicklung in ein Pla-
teau mit konstantem flok mu¨ndet, wa¨re die Bezeichnung: “fraktal auf
La¨ngen gro¨ßer 2 mm“ gerechtfertigt. Um dies zu entscheiden, sind weitere
Experimente no¨tig, die einen gro¨ßeren ra¨umlichen und zeitlichen Bereich
erfassen.
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5.3.2 Fla¨che als Funktion der Ho¨he
Eine eher globale Charakterisierung der Fingerentwicklung besteht in der Auf-















maximale Höhe hmax [mm]
Abbildung 5.9: Entwicklung der Fla¨che Aenv als Funktion von hmax. Die Gera-
den sind Anpassungen von Gleichung 5.2 an die mit • dargestellten Messwerte.
Das Ergebnis einer Anpassung 1 mit der Funktion:
Aenv = k · (hmax)χ (5.2)
ist abha¨ngig vom untersuchten Stadium der Entwicklung:
• Im Bereich 0,8 mm < hmax < 4mm ergibt die Anpassung: χ = 1,055± 0,004,
d.h. zu Beginn des Experimentes wa¨chst das Deposit fla¨chig (f=2).
• Die voll entwickelten Finger zeigen im Bereich 7,9 mm < hmax < 12,3 mm
fraktales Wachstum. Die Anpassung liefert χ = 0,676± 0,002, was einem
f von 1,68 entspricht. Es ist allerdings mo¨glich, dass es sich bei diesem
Bereich um eine Transiente handelt.
1Die in dieser Arbeit beschriebenen Anpassungen mit nichtlinearen Funktionen werden mit
den Levenberg-Marquardt Routinen des Programmes gnuplot durchgefu¨hrt. Die Fehleranga-
ben entsprechen den asymptotischen Standardfehlern, welche aus der Kovarianzmatrix der
Anpassung gewonnen werden. Diese Werte sind im allgemeinen zu optimistisch und werden
hier hauptsa¨chlich fu¨r Vergleichszwecke angegeben. Eine detailierte Diskussion dieser Thema-
tik findet sich in Press et al. (1992).
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Die Frage, ob die elektrodeposiven Finger selbsta¨hnliches Wachstum zei-
gen, la¨sst sich mit den vorliegenden Messungen nicht eindeutig beantworten.
Zur Besta¨tigung der positiven Indizien sind neue Experimente no¨tig, die a)




Ziel dieses Kapitel ist ein Vergleich der experimentell bestimmten Dispersions-
relation mit den Vorhersagen der potentiellen Kandidaten fu¨r eine Theorie des
Fingerwachstums. Der erste Schritt dazu ist die in Abschnitt 6.1 beschriebe-
ne Messung der Wachstumexponenten der einzelner Moden. Die bei der Be-
stimmung negativer Wachstumsraten auftretenden Probleme werden mit der
in Abschnitt 6.2 beschriebenen Anregung von Moden umgangen. Abschnitt 6.3
beinhaltet den Vergleich zwischen Experiment und Theorie. Die in Abschnitt 6.4
pra¨sentierte Dispersionsrelation einer leicht gegenu¨ber der Horizontalen geneig-
ten Zelle erlaubt eine Abscha¨tzung des Beitrags des Dichtekontrasts. Abschlie-
ßend wird in Abschnitt 6.5 das Verhalten der Phase der komplexen Fourieram-
plitude na¨her untersucht.
Mit Ausnahme von Abschnitt 6.4 werden alle Experimente in diesem Kapitel
mit einem Elektrolyten aus 50 mM CuSO4 und 4mM Na2SO4 durchgefu¨hrt. Die
untersuchten Zelldicken d liegen im Bereich zwischen 125 µm und 250 µm. Die
angelegten Spannungen U zwischen 15 V und 20 V fu¨hren zu Stromdichten ja <
350 A/m2.
6.1 Exponentielles Wachstum
Das Endergebnis des in Abschnitt 4.2 beschriebenen Auswertungsprogrammes
rwod sind die Fourieramplituden H(m, t) der Grenzlinie zu den verschiedenen
Aufnahmezeitpunkten. Abbildung 6.1 zeigt drei verschiedene Fourierspektren
des in Abbildung 2.7 dargestellten Experiment.
Die lineare Stabilita¨tsanalyse beschreibt das Wachstum des Betrags der Fou-
rieramplitude mit einer Exponentialgleichung:
|H(m, t)| = |H0| eσ(m) t (6.1)
Abbildung 6.2 und 6.3 zeigen |H(m, t)| der ersten 20 Moden m des in Ab-
bildung 2.7 dargestellten Experimentes in halblogarithmischer Auftragung. Die
Geraden sind Anpassungen von Gleichung 6.1 an die mit • dargestellten Messwer-
te.
Wie in Abschnitt 5.1 dargestellt wird, setzt die Instabilita¨t erst mit der
Ausbildung der Kupferhydroxidschicht nach ≈ 100 s ein. Die von dem in Ab-
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Abbildung 6.1: Fourierspektren des in Abbildung 2.7 dargestellten Experimen-
tes. Die Aufnahmezeitpunkte betragen: 300 s 4, 404 s , und 502 s ◦.
schnitt 4.2 vorgestellten Programm rwod durchgefu¨hrte Suche wird genauer,
wenn die Frontentwicklung vor dem Einsatz der Instabilita¨t nicht mit beru¨ck-
sichtigt wird. Dadurch werden in diesem Zeitraum auch keine Fourieramplitu-
den bestimmt.
Eine Anpassung ist nur fu¨r Moden sinnvoll, die im entscheidenden linea-
ren Bereich (100-300 s) sowohl eine Amplitude aufweisen, die gro¨ßer ist als das
Hintergrundrauschen, als auch in einem hinreichend großen Intervall mit einem
einzelnen Exponenten charakterisiert werden ko¨nnen.
Die Entscheidung u¨ber die Akzeptanz der einzelnen Anpassungen und die
Wahl des ersten (tanf) und letzten (tend) angepassten Zeitpunktes erfolgt durch
den Experimentator. Abbildung 6.4 zeigt Abha¨ngigkeit von tanf und tend von
der ausgewerteten Mode in einem Satz von drei Experimenten, der auch die
Anpassungen in Abbildung 6.2 und 6.3 umfasst. Sowohl die La¨nge des auswert-
baren Zeitintervalles als auch die Dichte der erfolgreichen Anpassungen nimmt
mit steigender Wellenzahl ab.





























































































































































































Abbildung 6.2: Entwicklung der Fourieramplituden der Moden 1-10 des in Ab-
bildung 2.7 dargestellten Experimentes. Die Geraden sind Anpassungen von
Gleichung 6.1 an die mit • dargestellten Messwerte.





























































































































































































Abbildung 6.3: Entwicklung der Fourieramplituden der Moden 11-20 des in
Abbildung 2.7 dargestellten Experimentes. Die Geraden sind Anpassungen von
Gleichung 6.1 an die mit • dargestellten Messwerte.














Abbildung 6.4: Wahl der zeitlichen Anpassungsgrenzen tanf  und tend ◦ in einem
Satz von drei Experimenten, der die Anpassungen in Abbildung 6.2 und 6.3
beinhaltet.
6.2 Strukturierte Elektrode
Der Betrag der Fourieramplituden zu Beginn der Instabilita¨t |H(m, 100 s)| ha¨ngt
in zufa¨lliger Weise von der initialen Wachstumsphase ab, ist im Allgemeinen
jedoch klein. Daher verschwinden die Amplituden von Moden mit negativen
Wachstumsraten schnell im Hintergrundrauschen und ko¨nnen nur ungenau be-
stimmt werden. Um hier Abhilfe zu schaffen, wird in einigen Experimenten
mit Hilfe einer kammartigen Elektrode gezielt eine Mode der Wellenzahl k
= 62,8 cm−1 angeregt. Die Elektrode besteht aus einer Leiterplatte der Dicke
120 µm mit einer 35 µm starken Kupferbeschichtung, in die die in Abbildung 6.5
dargestellte Struktur eingea¨tzt ist 1.
Abbildung 6.6 zeigt die Entwicklung der Finger an der strukturierten Elek-
trode. Zu Beginn wachsen an den Spitzen der Kupferzungen einzelne Deposit-
inseln, die nach etwa 80 s zu einer einheitlichen Front verschmelzen. Die Wel-
lenla¨nge der Insel verschwindet im Laufe der weiteren Entwicklung aus der
Hu¨llkurve.
Die so gewonnene Mo¨glichkeit negative und positive Wachstumsrate gleich-
zeitig genau zu bestimmen, wird von Abbildung 6.7 illustriert. Dargestellt ist
die kontra¨re Entwicklung zweier Fourieramplituden des Experiments in Abbil-
dung 6.6.
1Die Idee, eine strukturierte Elektrode durch A¨tzen zu realisieren, verdanke ich Ralf Stan-
narius. Die Pra¨paration der Leiterplatte erfolgte durch Jo¨rg Reinmuth.




0,75 mm 0,25 mm
Abbildung 6.5: Kammartig strukturierte Katode zur Anregung der Wellenzahl





Abbildung 6.6: Fingerwachstum an der in Abbildung 6.5 dargestellten Katode.
Die Bildbreite betra¨gt 15,8 mm.
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Abbildung 6.7: Entwicklung zweier Fourieramplituden in dem in Abbildung 6.6
dargestellten Experiment. Die Wellenzahlen betragen 3,5 cm−1 (Quadrate) und
62,6 cm−1 (Kreise). Die Geraden sind Anpassungen von Gleichung 6.1 an die
mit gefu¨llten Symbolen dargestellten Messwerte.
6.3 Dispersionsrelation
Abbildung 6.8 (a) zeigt, dass unter identischen experimentellen Bedingungen ge-
messene Dispersionsrelationen eine deutliche Streuung aufweisen. Alle in diesem
Abschnitt pra¨sentierten Ergebnisse enstammen daher einer Mittelwertbildung
u¨ber drei Experimente, wie sie in Abbildung 6.8 (b) dargestellt ist. Fu¨r jeden
Mittelwert wird ein Wellenzahlintervall von 4,4 cm−1 ausgewertet, falls dieses
mehr als einen Messwert entha¨lt, wird die Standardabweichung des Mittelwertes
berechnet und als Fehlerbalken eingezeichnet.
6.3.1 Abha¨ngigkeit von Zelldicke und Spannung
In Abbildung 6.9 und 6.10 sind die Dispersionsrelationen fu¨r verschiedene Kom-
binationen der Parameter d und U dargestellt. Sie lassen sich alle dem Typ II
zuordnen: nur im Bereich 0 < k < kcrit treten positive Wachstumsraten auf.
Die in Abbildung 6.9 dargestellte Abha¨ngigkeit der Dispersionsrelation von
der angelegten Spannung weist zwei Merkmale auf:
• Der Anstieg von U von 15 V auf 19 V fu¨hrt zu einer Verschiebung von kmax
in Richtung gro¨ßerer Wellenzahlen. Wie in Abschnitt 5.1 gezeigt wird,
steigt die mittlere Frontgeschwindigkeit v0 gleichzeitig von 13,3 µm/s auf















































Abbildung 6.8: Abbildung (a) zeigt drei unter identischen experimentellen Be-
dingungen bestimmte Dispersionsrelationen. Die mit • dargestellten Messwerte
entsprechen dem in Abbildung 2.7 dargestellten Experiment. Die Dispersions-
relation in Abbildung (b) resultiert aus der Mittelung u¨ber die drei Einzelex-
perimente in (a). Die Fehlerbalken entsprechen der Standardabweichung des
Mittelwertes.
























Abbildung 6.9: Abha¨ngigkeit der Dispersionsrelation von der angelegten Span-






















Abbildung 6.10: Abha¨ngigkeit der Dispersionsrelation von der Zelldicke: d =
125 µm , 155 µm • (strukturierte Elektrode) und 250 µm ◦. Die angelegte Span-
nung betra¨gt jeweils 15 V.
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15,9 µm/s an. Daher ist dieses Ergebnis in qualitativer U¨bereinstimmung
mit der von Lo`pez-Salvans et al. (1996) beschriebenen Abha¨ngigkeit der
Anzahl der Finger von v.
• Die marginale Wellenzahl kcrit sinkt mit steigendem U .
Abbildung 6.10 pra¨sentiert den Zusammenhang von Dispersionsrelation und
Zellho¨he. Die Kurven fu¨r d = 125 µm, 155 µm (strukturierte Elektrode) und
250 µm sind im Rahmen der Messgenauigkeit identisch, die Wachstumsraten
somit unabha¨ngig von der Zellho¨he.
6.3.2 Vergleich mit der Theorie
Auf Seiten der Theorie existieren zwei Kandidaten fu¨r eine Beschreibung der Di-
spersionsrelation: die in Abschnitt 1.3.3 vorgestellte viskosita¨tsverursachte Fin-
gerbildung und die von Barkey et al. (1989) hergeleitete Dispersionsrelation der
Elektrodeposition, die in Abschnitt 2.2.2 beschrieben wird. Da die an der struk-
turierten Elektrode gewonnenen Messergebnisse den gro¨ßten Wellenzahlen- und
Wachstumsraten-Bereich abdecken, dienen sie als Grundlage fu¨r die in Abbil-
dung 6.11 wiedergegebenen Anpassungen. Beide Anpassungen unterscheiden
sich nur minimal und sind nur bedingt als befriedigend anzusehen. Insbesonde-
re das Plateau der Wachstumsraten bei niedrigen Wellenzahlen wird nicht gut
reproduziert.
In der viskosita¨tsverursachten Fingerbildung schiebt ein weniger viskoses
Fluid ein viskoseres vor sich her. Um diese Situation in der elektrodeposiven
Fingerbildung wiederzufinden, muss die Kupferhydroxidschicht eine ho¨here Vis-
kosita¨t ηCu(OH) aufweisen als das Wasser, aus dem die Finger zum u¨berwiegen-








Das Ergebnis der Anpassung ist eine Viskosita¨t des Kupferhydroxides von
2,4 · 10−3 kg/ms, was 2,4 mal dem Wert der Viskosita¨t von Wasser entspricht.
Die Grenzfla¨chenenergie γ betra¨gt 3,5 · 10−7 J/m2 und ist somit fu¨nf Gro¨ßen-
ordnungen kleiner als γ an der Grenze zwischen Wasser und Luft. Beide Werte
sind physikalisch nicht unvernu¨nftig.
Gleichung 6.2 beinhaltet eine quadratische Abha¨ngigkeit des Da¨mpfungs-
terms von d, dies steht im Widerspruch zu den in Abbildung 6.10 pra¨sentierten
Ergebnissen. Um den Anspruch der Theorie zu retten, mu¨ssen Zusatzannah-
men u¨ber den Einfluss der ebenfalls von d abha¨ngigen Konvektion auf den
Konzentrationsgradienten ∂c∂y und damit auf die Grenzfla¨chenenergie γ gemacht
werden.




























Abbildung 6.11: Vergleich der experimentellen Dispersionsrelation mit der
Theorie der viskosita¨tsverursachten Fingerbildung (durchgezogene Linie) und
der von Barkey et al. (1989) hergeleiteten Dispersionsrelation (gestrichelte Li-
nie). Die experimentellen Parameter betragen d = 155 µm und U = 15 V.
an. Aus den von der Anpassung in Abbildung 6.11 gelieferten Werte fu¨r q, r
und s lassen sich die physikalischen Parameter jL und γ berechen
2:
• Aus q = 6,1± 1,5 · 10−6 m/s folgt mit Hilfe von Gleichung 2.18 fu¨r die
Diffusionsgrenzstromdichte: jL = 1,8 · 103 A/m2.
• r = 2,6± 0,7 · 10−13 m3/s entspricht gema¨ß Gleichung 2.19 einer Grenz-
fla¨chenenergie γ von 1,3 · 107 J/m2. Dieser Wert ist sicherlich um mehrere
Gro¨ßenordnungen zu hoch.
• Der Wert s = 4± 7 · 10−5 m fu¨hrt, wenn er in Gleichung 2.20 eingesetzt
wird, zu dem unphysikalischen Ergebnis, dass jL negativ ist. Der Fehler-
balken von s zeigt, dass diesem Ergebnis keine große Bedeutung beige-
messen werden muss.
Die Theorie von Barkey et al. (1989) ist somit ungeeignet das lineare Regime
der Fingerbildung zu beschreiben. Eine mo¨gliche Ursache liegt in dem u¨berver-
2Die hierfu¨r beno¨tigten Konstanten sind: molares Volumen VMol = 2,1 · 10
−5 m3/Mol (be-
stimmt in Abschnitt 5.2), elektrische Leitfa¨higkeit κ = 5,8 · 10−1 1/Ωm (gemessen in Ab-
schnitt 2.4), Diffusionskonstante D = 8,55 · 10−10 m2/s (berechnet in Abschnitt 2.3), mittlere
Stromdichte ja = 200 A/m
2 und Konzentration cbulk = 50 Mol/m
3. Der Durchtrittsfaktor α
wird mit 0,6 angenommen, in Anlehnung an die Werte bei Conway (1952): α = 0,62 fu¨r 0,1 M
Cu(NO3)2 und α = 0,55 fu¨r 0,01 M Cu(NO3)2.
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einfachenden Modell des Transports im Elektrolyten, das nur die Nernstsche
Diffusionsschicht und keine dichtegetriebene Konvektion beru¨cksichtigt.
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6.4 Geneigte Zelle
Ein weiterer Erkla¨rungsansatz fu¨r die Restabilisierung der ebenen Front bei
Wachstum in einer vertikalen Zelle ist neben der Abwesenheit von Konvekti-
on auch die stabile Schichtung des leichteren, kupferionenfreien Elektrolyten
an der Katode u¨ber der dichteren Ausgangslo¨sung. Um diese Hypothese zu
testen, wird jeweils ein Experiment in einer horizontal ausgerichteten und in
einer bezu¨glich der Horizontalen um den Winkel αtilt = 7,4
◦ geneigten Zelle
durchgefu¨hrt. Die bei ansonsten identischen experimentellen Bedingungen auf-





















Abbildung 6.12: Vergleich der Dispersionsrelation in einer eben ausgerichteten
(αtilt = 0
◦)  und einer leicht geneigten (αtilt = 7,4◦) •Messzelle. Die durchgezo-
gene Linie entspricht dem Erwartungswert fu¨r αtilt = 7,4
◦ gema¨ß Gleichung 6.4.
Die experimentellen Parameter betragen: U = 20 V und d = 125 µm, der Elek-
trolyt besteht aus 50 mM CuSO4 und 2mM Na2SO4. Zum Einsatz kommt der
experimentelle Aufbau aus Barcelona.
Ein Dichteunterschied der Fluide fu¨hrt bei der viskosita¨tsverursachten Fin-
gerbildung in einer geneigten Zelle zu einem zusa¨tzlichen Term in der Dispersi-












Der fu¨r αtilt = 7,4
◦ erwartete Verlauf der Dispersionsrelation ist in Abbil-
dung 6.12 als durchgezogene Linie eingezeichnet. Er la¨sst sich berechnen aus
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dem Ergebnis einer Anpassung von Gleichung 6.4 mit αtilt = 0
◦ an die Da-
ten der horizontalen Zelle sowie der in Appendix D bestimmten Dichtedifferenz
ρH2O − ρbulk.
Fu¨r den Einfluss einer leichten Zellneigung auf die dichtegetriebene Konvek-
tion existiert kein analytisches Modell. Abbildung 6.13 motiviert die Annahme,
dass die Konvektionsrolle weiter existiert, aber eine maximale La¨nge l nicht
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Abbildung 6.13: Die maximale La¨nge l einer Konvektionsrolle in einer geneige-
ten Zelle.
ionenfreiem Elektrolyten unmittelbar an der Elektrode durch ho¨her gelegene
unverbrauchte Lo¨sung. l markiert den maximalen Abstand, in dem sich Elek-






Aus den experimentellen Parametern αtilt = 7,4
◦ und d = 125 µm folgt l
= 1 mm. In Abschnitt 7.2.2 wird gezeigt, dass diese La¨nge gro¨ßer ist als die
Ausdehnung der Konvektionsrolle vor einer Fingerspitze.
Aus Abbildung 6.12 la¨sst sich zweierlei ablesen:
• Der Beitrag der Dichteschichtung wa¨re im Modell der viskosita¨tsverur-
sachten Fingerbildung bei einem Winkel von αtilt = 90
◦ stark genug um
die planare Front zu stabilisieren.
• Der Einfluss einer Neigung von αtilt = 7,4◦ auf die Dispersionsrelation ist
nicht messbar. Dieses Ergebnis ist vertra¨glich mit der Hypothese, dass die
Konvektion ein notwendiges Ingrediens der Fingerbildung ist und wider-
spricht dem Modell der viskosita¨tsverursachten Fingerbildung.
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6.5 Phasendrift
Die Amplituden des Fourierspektrums H(m, t) sind komplexe Zahlen und ko¨nnen
somit in ihren Betrag und ihre Phase ϕ zerlegt werden:
H(m, t) = |H(m, t)| eiϕ(m,t) (6.6)
Da die lineare Stabilita¨tsanalyse keine Aussage u¨ber die Entwicklung der
Phase macht, hat sie in bisherigen Experimenten wenig Aufmerksamkeit erfah-
ren. Abbildung 6.14 zeigt die Zeitabha¨ngigkeit von ϕ fu¨r die ersten drei Moden
des in Abbildung 2.7 dargestellten Experimentes. Es wird deutlich, dass ϕ auch

















Abbildung 6.14: Entwicklung der Phase der Fourieramplitude der Moden 1 ◦, 2
 und 3 4. Ausgewertet wird das Experiment in Abbildung 2.7. Die Dauer der
Anpassungen in Abbildung 6.2 ist mit gefu¨llten Symbolen angedeutet.
Im Rahmen der linearen Stabilita¨tsanalyse existiert keine Kraft, die an ϕ
ankoppelt. Der Phasendrift kann daher entweder aus stochastischen Anregun-
gen resultieren oder aber aus nichtlinearen Wechselwirkungen, die jedoch zu
klein sind um das exponentielle Anwachsen des Betrags der Amplitude zu bein-
flussen. Eine a¨hnlich starke Drift der Phase wird auch bei der Rayleigh-Taylor-
Instabilita¨t von Suspensionen beobachtet (Vo¨ltz, 2000).
Kapitel 7
Dichtegetriebene Konvektion
What goes up, must come down
What must rise, must fall
Alan Parson
In diesem Kapitel werden die mittels Particle Image Velocimetry gewonne-
nen Ergebnisse zur dichtegetriebenen Konvektion vorgestellt. Abschnitt 7.1 be-
schreibt das Stro¨mungsfeld vor der Anode, Abschnitt 7.2 das vor der Katode.
Im Verzeichnis filme/konvektion der beiliegenden CD befinden sich zwei Ar-
ten animierter Gifs: Filme mit der Endung raw.gif zeigen die in Dunkelfeldmi-
kroskopie aufgenommene Bewegung der Tracerpartikel, das zugho¨rige Ergebnis
der Einzelpartikelverfolgung befindet sich in Dateien mit der Endung piv.gif.
Hierbei werden Partikel, deren Geschwindigkeit gro¨ßer ist als die durch die
Brown’sche Bewegung verursachte, als weiße Pixel wiedergegeben. Die von der
Elektrode oder dem wachsenden Deposit eingenommene Fla¨che wird blau ein-
gezeichnet.
Alle Ergebnisse in diesem Kapitel werden bei einer angelegten Spannung
U von 12 V gewonnen, die Zelldicke d betra¨gt jeweils 300 µm. Der Elektrolyt
besteht aus 50 mM CuSO4 und 7 mM Na2SO4 und wird aus Merck p.a. Chemi-
kalien und nichtentgastem, hochreinem Wasser pra¨pariert.
7.1 Ergebnis Anode
Sowohl in den Filmen anode raw.gif und anode piv.gif als auch in Abbildung 4.10
wird ersichtlich, dass an der Anode eine klar begrenzte, mit der Zeit wachsende
Konvektionsrolle existiert. Da die von Chazalviel et al. (1996) in ihrer Theorie
der diffusionsgebremsten Ausbreitung zugrundegelegten Annahmen an der An-
ode realisiert werden, ermo¨glichen die Messergebnisse eine U¨berpru¨fung dieser
in Abschnitt 2.3 wiedergegebenen Theorie. Im Interesse einer besseren Lesbar-
keit wird in diesem Abschnitt die Richtung der y-Achse des Koordiantensystems
als von der Anode zur Katode zeigend angenommen.
117
KAPITEL 7. DICHTEGETRIEBENE KONVEKTION 118
Abbildung 7.1 zeigt ein unmittelbar vor der Anode gewonnenes Histogramm
der beiden Geschwindigkeitskomponenten vx und vy. Beide besitzen ein ausge-
pra¨gtes Maximum bei v = 0, welches durch bereits sedimentierte Tracerpartikel
verursacht wird. Aufgrund der Konvektionsrolle bewegt sich eine große Anzahl
Partikel mit bis zu 30 µm/s auf die Anode zu (vy < 0) oder von ihr weg (vy > 0).
Im Gegensatz dazu besitzen die Tracer nur eine kleine vx-Komponente, die
in Abschnitt 7.1.4 na¨her untersucht wird. Dies ist konsistent ist mit der Tat-
sache, dass an der Anode keine Wachstumsprozesse die Translationssymmetrie
in x-Richtung brechen und sich daher keine Konzentrationsgradienten in dieser
Richtung ausbilden. Durch diese Unabha¨ngigkeit des Stro¨mungsfeldes von der
x-Koordinate ko¨nnen die weiteren Ergebnisse jeweils durch Aufsummieren u¨ber















Abbildung 7.1: Histogramm der Partikelgeschwindigkeiten innerhalb der Kon-
vektionsrolle. Die durchgezogene Linie beschreibt die vy-Komponente, die ge-
strichelte Linie die vx-Komponente. Beru¨cksichtigt werden alle Partikel, die im
Zeitintervall 591 s - 981 s einen Abstand von 0,5 mm bis 1 mm zur Anode auf-
weisen.
Dieser Abschnitt gliedert sich folgt: Abschnitt 7.1.1 diskutiert das Geschwin-
digkeitsprofil innerhalb der Rolle, Abschnitt 7.1.2 bescha¨ftigt sich mit dem
Wachstum der Rollenla¨nge L. In Abschnitt 7.1.3 wird die Mo¨glichkeit unter-
sucht, anhand der Geschwindigkeitsverteilung Aussagen u¨ber die z-Abha¨ngig-
keit des Stro¨mungsfeldes zu gewinnen. Welche Auswirkungen eine nicht abso-
lut horizontale Ausrichtung der Zelle auf das Sto¨mungsfeld hat, wird in Ab-
schnitt 7.1.4 beschrieben.
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7.1.1 Geschwindigkeitsprofil
In Abbildung 7.2, 7.3 und 7.4 ist die vy-Komponente aller Tracerpartikel als
Funktion ihres Abstandes y zur Anode aufgetragen. Die Profile zeigen eine
zeitabha¨ngige Hu¨llkurve der Konvektionsrolle, d.h. es gibt eine maximale Ge-
schwindigkeit venv(y, t), so dass fu¨r alle Partikel gilt: |vy| < venv. In den Ab-
bildungen sind venv und −venv als du¨nne, durchgezogene Linien eingezeichnet.
Die individuelle Geschwindigkeit eines Partikels ergibt sich aus der Ho¨he z, in
der es sich bewegt, dieser Aspekt wird in Abschnitt 7.1.3 na¨her untersucht. Die


























Abstand zur Anode y [mm]
Abbildung 7.2: Die vy-Komponente aller Tracerpartikel 37,6 s nach Beginn des
Experimentes. Der ausgewertete Bereich besitzt eine Breite x von 8,7 mm.
Die durchgezogene, du¨nne Linie entspricht der Hu¨llkurve venv, die gestrichelte,
du¨nne Linie befindet sich bei 0,5 · venv. Zur Berechnung der durchschnittlichen
Geschwindigkeit vavg werden nur die Partikel beru¨cksichtigt, die sich zwischen
einer gestrichelten und einer durchgezogenen, du¨nnen Linie befinden. Die dicke
Linie ist eine Anpassung von Gleichung 7.1 an vavg.

























Abstand zur Anode y [mm]
Abbildung 7.3: Die vy Komponente aller Tracerpartikel 394 s nach Beginn des

























Abstand zur Anode y [mm]
Abbildung 7.4: Die vy Komponente aller Tracerpartikel 888 s nach Beginn des
Experimentes. Fu¨r die Bedeutung der Linien siehe Abbildung 7.2.
KAPITEL 7. DICHTEGETRIEBENE KONVEKTION 121
In allen drei Profilen tritt die maximale Stro¨mungsgeschwindigkeit vmax =
max(|vy|) unmittelbar vor der Anode auf, ihre zeitliche Entwicklung ist in Ab-
bildung 7.5 dargestellt. Nach einem steilen Anstieg zu Beginn des Experiments
folgt ein nur schwach ansteigendes Plateau. Eine Geradenanpassung fu¨r das
Plateau ergibt ein extrapoliertes vmax von 25,5± 0,1 µm/s fu¨r t = 0 s und eine


























Abbildung 7.5: Entwicklung des maximalen Geschwindigkeitsbetrages in y-
Richtung unmittelbar vor der Anode. Die durchgezogene Linie ist eine Gera-
denanpassung an alle Messwerte mit t > 100 s.
Vergleich mit der Theorie von Chazalviel et al. (1996)
Ein Einsetzen der experimentellen Parameter 1 in Gleichung 2.36 liefert einen
konstanten Wert vmax = 37,1± 2,5 µm/s. Dieser zu hohe Wert der Theorie ko¨nn-
te aus der unphysikalischen Wahl der Geschwindigkeitsrandbedingung an der
Anode stammen, welche in Abbildung 2.6 illustriert ist.
Der Verlauf der Hu¨llkurve venv(y, t) ist aufgrund der zufa¨lligen Verteilung
der Tracerpartikel keine wohldefinierte Funktion. Daher wird fu¨r den Vergleich
mit der Theorie der quadratische Mittelwert der Geschwindigkeit vavg(y, t) be-
rechnet, wobei nur Partikel beru¨cksichtigt werden, fu¨r die gilt |vy| ≥ 0, 5·venv . In
1Alle Vergleiche mit der Theorie werden mit den folgenden Parametern berechnet: Strom-
dichte j = 250± 30 A/m2, Konzentrationsabha¨ngigkeit der Dichte des Elekrolyten ∂ρ
∂c
=
0,156± 0,008 kg/Mol (wird in Anhang D bestimmt). Da die dynamische Viskosita¨t η =
10−3 kg/ms und die ambipolare Diffusionskonstante D = 8,6 · 10−10 m2/s schwach konzen-
trationsabha¨ngig sind, wird ihnen eine Fehlermarge von 10% zugewiesen, fu¨r die Zellho¨he d =
300 µm wird eine Unsicherheit von 5% angenommen.
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Abbildung 7.2, 7.3 und 7.4 entspricht dies allen Partikeln, die sich zwischen einer
gestrichelten und einer durchgezogenen, du¨nnen Linie befinden. Dieser Schritt
verhindert, dass die bereits sedimentierten Partikel das Ergebnis beeinflussen.
Er impliziert die Annahme: vy(y, z, t) = f(y, t) · g(z).
Die Anpassung erfolgt mit der aus Gleichung 2.33 hergeleiteten Funktion:












Die Ergebnisse sind in Abbildung 7.2, 7.3 und 7.4 jeweils als dicke, durchge-
zogene Linie dargestellt. Die exakte Bestimmung der Rollenla¨nge L zeigt die
Gu¨te der Anpassung.
Die zeitliche Entwicklung des Fitparameters v0 ist in Abbildung 7.6 aufge-
tragen. Nach etwa 70 s nimmt v0 einen konstanten Wert von 24,7± 0,5 µm/s an.
Eine Integration von Gleichung 2.33 u¨ber das entsprechende z-Intervall liefert
























Abbildung 7.6: Zeitliche Entwicklung des durch die Anpassung von Glei-
chung 7.1 gewonnenen Parameters v0.
7.1.2 La¨nge der Konvektionsrolle
Abbildung 7.7 zeigt die zeitliche Entwicklung der durch die Anpassung be-
stimmten Rollenla¨nge L. Um die von Gleichung 2.39 vorhergesagte Relation
L ∼ √t zu u¨berpru¨fen, wird eine Anpassung mit der Gleichung
L(t) = k2 · tχ (7.2)
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durchgefu¨hrt. Fu¨r t > 75 s liegt der Exponent χ mit 0,543± 0,001 geringfu¨gig
u¨ber dem vorhergesagten Wurzelgesetz. Tabelle 2.1 zeigt, dass dieses Ergebnis
auch von anderen experimentell arbeitenden Gruppen gefunden wird.
Der Parameter k2 wird von der Anpassung mit 141± 1µm/s0,5 bestimmt.
Dieser Wert befindet sich in guter U¨bereinstimmung mit dem aus Gleichung 2.35






















Abbildung 7.7: La¨nge L der anodischen Konvektionsrolle. Die zwei Geraden
sind Anpassungen mit Gleichung 7.2 fu¨r die Zeitra¨ume vor und nach 75 s.
Fu¨r das Zeitintervall zwischen 12 s und 75 s liefert die Anpassung mit Glei-
chung 7.2 einen Exponenten χ von 0,7± 0,01, was auf ein anderes Stro¨mungs-
regime als die diffusiongebremste Ausbreitung (DHS) hindeutet. Aus Unglei-
chung 2.27 folgt, dass das Regime unmischbarer Flu¨ssigkeiten (IF) nur fu¨r L <
470 µm beobachtbar sein sollte, einem Bereich, der in diesem Experiment nicht
zuga¨nglich ist. Dies erlaubt die Schlussfolgerung, dass es sich bei obigem Zei-
tintervall um eine U¨bergangsperiode zwischen dem IF und dem DHS Regime
handelt
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die von Chazalviel et al. (1996)
pra¨sentierte Theorie der diffusionsgebremsten Ausbreitung eine qualitativ und
semi-quantitativ gute Beschreibung der anodischen Konvektionsrolle liefert.
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7.1.3 Die z-Abha¨ngigkeit der Geschwindigkeit
Da die Beobachtung der Tracerpartikel in der y-z-Ebene stattfindet, fehlt die
Information, in welcher Ho¨he z sich ein Teilchen bewegt. Die Annahme, dass
alle Werte von z gleich ha¨ufig auftreten, ermo¨glicht jedoch einen Vergleich zwi-
schen der von der Theorie in Abschnitt 2.3 postulierten z-Abha¨ngigkeit der
Geschwindigkeit:
vy(y, z, t) = f(y, t)
(





und der experimentell bestimmten Geschwindigkeitsverteilung 2.




δ(v − v(z))dz (7.4)




δ(v − w) 1|v′(z(w))|dw (7.5)




Fu¨r die Berechnung von P (v) wird zuna¨chst Gleichung 7.3 mit v/f(y, t)d3 →
v und z/d → z entdimensionalisiert:
v(z) = z3 − z 1
4
(7.7)
Damit folgt fu¨r v′:
dv
dz
= 3z2 − 1
4
(7.8)































































Da z(v) jedem v im Definitionsbereich zwei Funktionswerte zuordnet, erge-


























2Dieser Abschnitt entstammt einer Zusammenarbeit mit Thomas Fischaleck.
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Durch Einsetzen von Gleichung 7.8 und 7.9 in Gleichungen 7.10 und die











































| : 0 < v < vp
0 : v > vp
(7.11)
wobei vp = −vn den maximal auftretenden Geschwindigkeiten entsprechen.
Abbildung 7.8 zeigt das Histogramm der vy-Komponente der Geschwin-
digkeit in einem Streifen mit dem Abstand 0,5 mm bis 1mm zur Anode. Das
ausgewertete Zeitintervall wurde mit 591 s-981 s so gewa¨hlt, dass in diesem Be-
reich nur noch minimale A¨nderungen von f(y, t) auftreten. Die Schwankungen
in der Anzahl der detektierten Partikel folgen aus der Tatsache, dass die mei-
sten Tracerpartikel nur ein Pixel groß sind und ihr Schwerpunkt sich somit

















Abbildung 7.8: Histogramm der vy-Komponente der Geschwindigkeit innerhalb
der Konvektionsrolle. Die gestrichelte Funktion beschreibt Gleichung 7.11 mit
vp = −vn = 3,2 Pixel/Bild.
Aufgrund des nichtstetigen Charakters von Gleichung 7.11 wird auf eine
Anpassung verzichtet. Mit vp = −vn = 3,2 Pixel/Bild wird die dem Augen-
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schein nach geringste Differenz von Gleichung 7.11 und den experimentellen
Daten erreicht. Dennoch ist die Qualita¨t der U¨bereinstimmung nur ma¨ßig. Ins-
besondere zeigen die experimentellen Ergebnisse eine leichte Asymmetrie: vp ist
geringfu¨gig gro¨ßer als vn, wa¨hrend die absolute Anzahl der Partikel mit positi-
ven vy-Werten kleiner ist als die mit negativen. Ein vergleichbarer Effekt wird
auch von Huth et al. (1995) berichtet. Ihr Erkla¨rung ist, dass sich aufgrund des
Dichteunterschieds von hin- und ru¨ckstro¨mender Lo¨sung die Ho¨he von vy = 0
verschiebt.
Die unterschiedliche Anzahl von Partikeln mit positivem und negativem
vy ko¨nnte jedoch auch durch eine ungleiche Verteilung der Tracerpartikel in z
verursacht sein. Hinweise hierauf liefert u.a. der na¨chste Abschnitt.
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7.1.4 Einfluss der Zellausrichtung
Im Prinzip sollten die Tracerpartikel in der Zellmitte unbeeinflusst von den
Konvektionsrollen sein und lediglich Brownscher Bewegung unterliegen. Bei ge-
nauer Betrachtung ist jedoch auch in der Zellmitte eine langsame, gleichfo¨rmige
Bewegung erkennbar. Um diese Driftbewegung zu quantifizieren, sind in Abbil-
dung 7.9 (a) und (b) Histogramme der beiden Geschwindigkeitskomponenten
in der Zellmitte aufgetragen.












wobei die Partikel mit v = 0 nicht beru¨cksichtigt werden, da diese zum gro¨ßten
Teil bereits sedimentiert sind. Die durch die Anpassung bestimmte mittlere




vx in der Zellmitte −0, 61± 0, 03 0, 59± 0, 03
vy in der Zellmitte −0, 42± 0, 02 0, 65± 0, 02
vx in der Konvektionsrolle +0, 80± 0, 05 1, 37± 0, 05
Tabelle 7.1: Ergebnisse der Anpassungen in Abbildung 7.9.
Da die Driftbewegung auch vor dem Einschalten der elektrischen Spannung
auftritt, kann eine Aufladung der Tracer und die daraus resultierende Migration
im ~E-Feld als Ursache ausgeschlossen werden. Diese wu¨rde im U¨brigen auch
nicht die vx-Komponente der Drift erkla¨ren ko¨nnen. Auch Dichteunterschiede
aufgrund thermischer Gradienten kommen nicht als Antriebskra¨fte in Frage, da
diese zu Konvektionsrollen und nicht zu einer homogenen Drift fu¨hren wu¨rden.
Ein plausibler Antriebsmechanismus folgt aus der Tatsache, dass die Mess-
zelle nicht perfekt waagrecht ausgerichtet werden kann, sondern einen kleinen
Neigungswinkel αtilt aufweist, mithin Teile der Zelle ho¨her gelegen sind als an-









wobei VPartikel das Volumen eines Partikels und ∆ρ die Dichtedifferenz ge-
genu¨ber dem Elektrolyten darstellt. Da die Tracerpartikel allein durch die Brown-
sche Bewegung in Suspension gehalten werden, muss in Gleichung 7.13 der
Betrag des Quotienten ≤ d sein. Die Befu¨llung der Zelle erfolgt mit einer im
Ultraschallbad homogenisierten Lo¨sung, d.h. R(z) ist zu Beginn des Experi-
mentes konstant. Die Einstellung des thermischen Gleichgewichts fu¨hrt dann
zu einer Nettobewegung von Tracerpartikeln aus ho¨her gelegenen Teilen der
Zelle in tiefer gelegene (falls ∆ρ > 0).


































Abbildung 7.9: Histogramme der Geschwindigkeitskomponenten: vx in der Zell-
mitte (a), vy in der Zellmitte (b) und vx innerhalb der Konvektionsrolle (c).
Die gestrichelten Linien sind Anpassungen mit Gleichung 7.12. Fu¨r (a) und (b)
wird ein Streifen mit 6,6 mm bis 8,3 mm Abstand zur Anode ausgewertet, fu¨r
(c) betra¨gt der Abstand 0,5 mm bis 1mm. Die Auswertung beginnt jeweils nach
196 s und erstreckt sich u¨ber 593 s.
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Da die Konvektionsrolle in der y-z-Ebene liegt, sollte das Histogramm der
vx-Komponente in der Rolle demjenigen in der Zellmitte entsprechen. Abbil-
dung 7.9 (c) zeigt, dass dies nicht der Fall ist, insbesondere ist die Standard-
abweichung s der Anpasung mit Gleichung 7.12 innerhalb der Rolle mehr als
doppelt so groß.
Diese Aufweitung ist kein Artefakt des PIV-Algorithmus, sondern ru¨hrt aus
einer Art Rayleigh-Taylor-Instabilita¨t her, die zuerst von de Bruyn (1995) be-
obachtet wurde. An der Anode entsteht ho¨her konzentrierte und damit dich-
tere Lo¨sung. Wenn aufgrund einer Neigung der Zelle die Anode sich oberhalb
der Zellmitte befindet, ist die so entstehende Dichteschichtung instabil und die
schwerere Lo¨sung bildet fingerartige Strukturen, wa¨hrend sie in die Zellmitte
stro¨mt.
Zur U¨berpru¨fung dieser Hypothese wird zuna¨chst fu¨r jeden Partikel der







Sodann wird fu¨r jeden x-Wert der mittlere Winkel αavg(x) bestimmt, wobei aus
Gru¨nden der Genauigkeit nur Partikel mit |~v| > 1,5 Pixel/Bild beru¨cksichtigt

























Abbildung 7.10: Mittlerer Winkel αavg aller Partikel, deren Geschwindigkeit
mindestens 1,5 Pixel/Bild betra¨gt. Ausgewertet wird das Zeitintervall 97 s -
295 s.
De Bruyn (1995) bestimmt auch die Abha¨ngigkeit der typischen Wellenla¨nge
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der Fingerbildung λ vom Neigungswinkel αtilt:
λ = 0, 76mm (sinαtilt)
−0,55 (7.15)
Wenn die Gro¨ßenordnung der in Abbildung 7.10 ersichtlichen Struktur mit ≈
14 mm abgescha¨tzt wird, folgt daraus αtilt ≈ 0,3◦.
KAPITEL 7. DICHTEGETRIEBENE KONVEKTION 131
7.2 Ergebnis Katode
An der Katode ist die Situation aufgrund des wachsenden Deposits komplexer
als an der Anode. Abbildung 7.11 zeigt das Stro¨mungsfeld zu drei verschiede-
nen Zeitpunkten. Die durchgezogene Linie markiert die Position des Deposits.
Nur Partikel mit einer Geschwindigkeit > 4,8 µm/s sind eingezeichnet, auf die
Pfeilspitzen wird zugunsten der U¨bersichtlichkeit verzichtet.
Auch an der Katode findet Konvektion nur in einer Zone unmittelbar vor
dem Deposit statt. Nach der Ausbildung von Fingern ist die Ausdehnung dieser
Zone jedoch abha¨ngig von der jeweiligen Position vor dem Deposit: vor der
Fingerspitze ist die Konvektionsrolle klein, an den Flanken gro¨ßer.
Abbildung 7.11 zeigt weiterhin, dass die Kupferhydroxidschicht die Konvek-
tion zumindest nicht unterdru¨ckt. Weitergehende Aussagen u¨ber ihren Einfluss
lassen sich aufgrund fehlender Vergleichsmessungen nicht machen.
Dieser Abschnitt gliedert sich wie folgt: in Abschnitt 7.2.1 wird das Ge-
schwindigkeitsprofil vor der Fingerspitze vorgestellt, Abschnitt 7.2.2 bescha¨ftigt
sich mit der Ausdehnung der Konvektionsrolle und Abschnitt 7.2.3 untersucht
die Orientierung der Geschwindigkeitsvektoren relativ zur Depositoberfla¨che.
Das langsame Abklingen der Konvektionsrolle nach Abschalten der Spannung
wird in Abschnitt 7.2.4 beschrieben.
Mit Ausnahme von Abschnitt 7.2.4 beziehen sich alle Auswertungen auf
das in Abbildung 7.11 dargestellte Experiment. Die dazugeho¨rigen Filme auf
der CD lauten katode raw.gif und katode spaet raw.gif bzw. katode piv.gif und
katode spaet piv.gif.

























Abbildung 7.11: Stro¨mungsfeld vor dem Deposit nach 97 s (a), 493 s (b) und
760 s (c). Alle Partikel mit einer Geschwindigkeit > 4,8 µm/s sind eingezeichnet.
Die La¨nge der Striche entspricht der Strecke, die die Partikel in 6 s zuru¨cklegen.
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7.2.1 Geschwindigkeitsprofil an der Fingerspitze
Wie Abbildung 7.11 zeigt, a¨ndert sich die Front des Deposits kontinuierlich,
lediglich ein schmaler Streifen an der Fingerspitze bleibt na¨herungsweise par-
allel zur urspru¨nglichen Elektrode. Die in Abbildung 7.12 und 7.13 dargestell-
ten Geschwindigkeitsprofile zeigen die Geschwindigkeit aller Partikel in diesen
Abschnitten als Funktion ihres Abstandes zur Fingerspitze. Zur Verbesserung
der Statistik werden dabei jeweils mehrere Bilder gleichzeitig ausgewertet. Auf-
grund der in Abschnitt 2.3 genannten Argumente ist die Theorie von Chazalviel
et al. (1996) ungeeignet, die Entwicklung der Konvektionsrolle zu beschreiben.

























Abstand zur Katode y [mm]
Abbildung 7.12: Geschwindigkeitsprofil vor der Depositfront im Zeitintervall
77-87 s. Ausgewertet wird der Bereich 1,5 mm < x < 4,3 mm.
Die Entwicklung der maximalen Geschwindigkeit unmittelbar vor dem De-
posit ist in Abbildung 7.14 dargestellt. Die Geradenanpassung liefert vmax =
23,6± 0,3 µm/s fu¨r t = 0 s, dieser Wert verringert sich um 0,9% pro Minute.
Ein Vergleich mit der in Abbildung 7.5 dargestellten Entwicklung von vmax an
der Anode zeigt, dass sich die beiden Werte zu Beginn der Experimente nur um
7% unterscheiden, dann aber auseinander entwickeln.

























Abstand zur Katode y [mm]
Abbildung 7.13: Geschwindigkeitsprofil vor der Fingerspitze im Zeitintervall


























Abbildung 7.14: Entwicklung des maximalen Geschwindigkeitsbetrages in y-
Richtung unmittelbar vor dem Deposit. Die durchgezogene Linie ist eine Gera-
denanpassung an alle Messwerte mit t > 100 s.
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7.2.2 La¨nge der Konvektionsrolle
Mit Hilfe eines Schwellwertes wird an den in Abbildung 7.12 und 7.13 darge-
stellten Geschwindigkeitsprofilen die La¨nge L der Konvektionsrolle bestimmt:
In Abbildung 7.15 markieren die offenen Kreise die Position des vordersten Par-
tikels, dessen Geschwindigkeitsbetrag 4,3 µm/s u¨bersteigt, wa¨hrend die durch-
gezogene Linie dem vorderstem Punkt des Deposits entspricht. Der Abstand
zwischen den beiden Kurven entspricht der La¨nge L. Deren zeitliche Entwick-
lung ist in Abbildung 7.16 zusammen mit der korrespondierenden Entwicklung



















Abbildung 7.15: Zeitliche Entwicklung der Position der Fingerspitze (durchge-
zogene Linie) und der Vorderkante der Konvektionsrolle (◦)
Die Entwicklung gliedert sich in drei Phasen:
• Wa¨hrend der ersten 35 s, der sogenannten Sand’s Zeit, ist kein Wachstum
des Deposits erkennbar. Die Konvektionsrolle an der Katode wa¨chst nur
geringfu¨gig langsamer als ihr Gegenstu¨ck an der Anode.
• Im Intervall 35 s < t < 110 s bildet sich die Kupferhydroxidschicht heraus.
Das als ebene Front wachsende Deposit schiebt die Konvektionsrolle vor
sich her. L erreicht ein Maximum von ≈ 1 mm und wird dann wieder
kleiner.
• Fu¨r t > 110 s kommt es zur Fingerbildung und L konvergiert gegen eine
feste La¨nge von ≈ 0,2 mm. Diese Konstanz von L fu¨r lange Zeiten finden
Huth et al. (1995), Chazalviel et al. (1996) und Dengra et al. (2000) auch
in anderen Elektrodepositionsexperimenten.
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Abbildung 7.16: Zeitliche Entwicklung der La¨nge L der Konvektionsrolle an der
Katode ◦ im Vergleich zur Anode •
An den Flanken ist die Ausdehnung der Konvektionsrolle deutlich gro¨ßer als
an den Fingerspitzen. Eine eher quantitative Behandlung erfordert zuna¨chst die
Definition eines Bezugspunktes analog der Fingerspitze: fu¨r jedes Partikel la¨sst
sich durch Verla¨ngerung seines Geschwindigkeitsvektors ~v ein eindeutiger Treff-
punkt mit der Front bestimmen. Diese Verla¨ngerung entspricht der gestrichelten
Linie in Abbildung 7.17. Die Koordinaten des Treffpunktes mit der Front lauten
xf und yf , die Koordinaten des Partikelschwerpunktes xp und yp.




(xp − xf)2 + (yp − yf)2 (7.16)
In Abbildung 7.18 ist dpf fu¨r drei Zeitintervalle als Funktion der x-Koordinate
des Treffpunktes aufgetragen. Die durchgezogenen Linien markieren jeweils die
Frontposition zu Beginn und am Ende der Intervalle. Ein Vergleich von Teilbild
(b) und (c) la¨sst die Vermutung zu, dass die maximale La¨nge der Konvektions-
rolle an den Flanken kleiner als 1,2 mm bleibt.









Abbildung 7.17: Geometrische Gro¨ßen zur Charakterisierung der Entwicklung
des Stro¨mungsfeldes und des Deposits
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Abbildung 7.18: Abstand zwischen den Tracerpartikeln in der Konvektionsrol-
le und ihrem Treffpunkt mit der Front, aufgetragen u¨ber der x-Koordinate des
Treffpunktes. Die ausgewerteten Zeitintervalle betragen 4-97 s (a), 493-572 s (b)
und 730-809 s (c). Die durchgezogenen Linien markieren jeweils die Frontposi-
tion zu Beginn und am Ende dieser Intervalle.
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7.2.3 Orientierung der Geschwindigkeitsvektoren
Antreibende Kraft fu¨r die Konvektionsrolle ist der Dichteunterschied zwischen
dem kupferionenarmen Elektrolyten vor dem Deposit und der unverbrauchten
Lo¨sung in der Zellmitte. Daher sollte die Stro¨mungsrichtung ~v innerhalb der
Rolle parallel zum Konzentrationsgradienten ∇c sein. ∇c wird von der Form
des Deposits mitbestimmt, dessen Wachstum ist wiederum von der Effizienz
abha¨ngig, mit der die Konvektionsrolle neue Kupferionen herantransportiert.
Um diese Wechselwirkung na¨her zu charakterisieren, wird in diesem Abschnitt
die Orientierung des Stro¨mungsfeldes relativ zur Depositoberfla¨che untersucht.
Hierzu wird zuna¨chst fu¨r jedes Tracerpartikel der Winkel α zwischen des-
sen Geschwindigkeitsvektor ~v und der y-Achse bestimmt. Die du¨nnen Linien
in Abbildung 7.19 zeigen die Entwicklung der α-Werte. Zu Beginn des Expe-
rimentes bewegen sich die Partikel mehrheitlich parallel zur y-Achse. Mit der
fortschreitenden Fingerbildung verbreitert sich die Winkelverteilung, um dann
in zwei getrennte Maxima u¨berzugehen, die den Konvektionsrollen an den bei-
den Flanken des voll entwickelten Fingers entsprechen.
Abbildung 7.17 illustriert die zur Charakterisierung der Frontentwicklung
verwendeten Gro¨ßen. Zuna¨chst wird der Normalenvektor ~n der Fingeroberfla¨che
am Treffpunkt des jeweiligen Partikels bestimmt. Der Winkel β , den ~n mit der
y-Achse einschließt, repra¨sentiert dann die Orientierung des Deposits.
Die in Abbildung 7.19 als dicke Linie dargestellte Winkeldifferenz α-β ist
ein Maß fu¨r den Unterschied der Ausrichtung von Stro¨mungsfeld und Deposit-
grenzfla¨che. Ihre Entwicklung weist eine interessante Dynamik auf: Vor Einsatz
der Fingerbildung ist das α-β-Histogramm zentriert um 0◦, d.h. Front und Rolle
entwickeln sich synchron. Die zwei getrennten Maxima in Abbildung 7.19 (b)
zeigen, dass in der anfa¨nglichen Phase der Fingerbildung die Entwicklung des
Stro¨mungsfeldes und damit wahrscheinlich auch die des Konzentrationsfeldes
der Entwicklung der Front um ≈ 15◦ nacheilt. Dieses Nacheilen verschwindet
jedoch wieder im Laufe der weiteren Entwicklung, wie das in Abbildung 7.17
(c) ersichtliche Zusammenwachsen der beiden Maxima zeigt.
Eine Antwort, wo die Fehlanpassung zwischen Stro¨mungsfeld und Grenz-
fla¨che stattfindet, liefert Abbildung 7.20. Aufgetragen ist hier jeweils der Mit-
telwert der Winkel α und β aller Partikel als Funktion der x-Koordinate des
Treffpunktes. Das Nacheilen des Stro¨mungsfeldes findet hauptsa¨chlich im unte-
ren Teil der gerade entstehenden Fingerflanken statt.
Da keine vergleichbaren Messungen der Entwicklung des Stro¨mungsfeldes in
anderen Elektrodepositionssystemen existieren, ist es nicht mo¨glich zu entschei-
den, ob die hier beschriebene Dynamik von der Kupferhydroxidschicht verur-
sacht wird oder eine generische der katodischen Konvektionsrolle ist.
Ein a¨hnlich erscheinender Effekt tritt in der Molekularstrahlepitaxie auf:
Falls die Oberfla¨chennormale des Substrats gegenu¨ber dem einfallenden Teil-
chenstrahl um den Winkel αMBE geneigt ist, organisiert sich das Wachstum in
Sa¨ulen, die einen Winkel θ gegenu¨ber der Oberfla¨chennormalen aufweisen (Vic-
sek, 1992). Das Verha¨ltnis der beiden Winkel wird von der empirisch ermittelten




























Abbildung 7.19: Histogramm der absoluten und relativen Winkel der Geschwin-
digkeitsvektoren. Ausgewertet werden die Zeitintervalle: 4-97 s (a), 493-651 s (b)
und 730-918 s (c). Die du¨nne Linie entspricht der Verteilung des Winkel α zwi-
schen ~v und der y-Achse des Koordinatensystems. Die dicke Linie repra¨sentiert
die Verteilung des Winkeldifferenz α-β, wobei β dem Winkel der Grenzfla¨chen-
normalen am Treffpunkt des Partikels entspricht.
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Abbildung 7.20: Mittelwerte der Winkel α ◦ und β •. Die ausgewerteten Zeitin-
tervalle betragen 4-97 s (a), 493-651 s (b) und 730-918 s (c). Die durchgezogenen
Linien markieren jeweils die Frontposition zu Beginn und am Ende dieser In-
tervalle.






Diese Analogie ist jedoch aus zwei Gru¨nden nicht fruchtbar: Erstens ist β eine
lokale Gro¨ße des Deposits, wa¨hrend θ eine globale Eigenschaft der wachsenden
Schicht beschreibt und zweitens haben neuere Untersuchungen gezeigt, dass die
Tangentenregel zu stark vereinfachend ist (Meakin, 1998).
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7.2.4 Relaxation der Konvektionsrolle
Mit dem Abschalten der Stromzufuhr endet sowohl das Wachstum des Deposits,
als auch der weitere Aufbau des Konzentrationsgradienten zwischen Deposit
und Zellmitte. Der verbleibende Konzentrationsunterschied treibt solange die
Konvektionsrolle an, bis er abgebaut ist. Eine naive Abscha¨tzung wu¨rde aus
Geschwindigkeiten von ≈ 20 µm/s und einer La¨nge L < 1,2 mm auf Zeiten in
der Gro¨ßenordnung 60 s schließen.
Tatsa¨chlich ist der Name diffusionsgebremste Ausbreitung gut gewa¨hlt: die
vertikale Diffusion behindert den von der Konvektionsrolle vermittelten Konzen-
trationsausgleich deutlich, wie die Entwicklung der mittleren Geschwindigkeit
aller Partikel in Abbildung 7.21 zeigt 3. Das ausgewertete Zeitintervall betra¨gt
73 s, die Aufnahmen erfolgten etwa 1 Minute nach Abschalten der Spannung.
Der Wert der durchschnittlichen Geschwindigkeit erscheint niedrig, dies ist je-
doch darauf zuru¨ckzufu¨hren, dass u¨ber alle, also auch die sedimentierten Par-































Abbildung 7.21: Entwicklung der durchschnittliche Geschwindigkeit aller Parti-
kel einige Zeit nach dem Abschalten der Stromzufuhr. Die durchgezogene Linie
ist eine Anpassung mit einer Exponentialfunktion.
Da die Exponentialfunktion das generische Modell fu¨r Abklingvorga¨nge ist,
wird sie in Ermanglung einer aus der Theorie motivierten Alternative als An-
passungsfunktion gewa¨hlt. Die so bestimmte Zeitkonstante τ = 1000 s kann
auch aufgrund des kleinen Zeitintervalls nur als Gro¨ßenordnung dienen.




Dieses Kapitel bescha¨ftigt sich mit der zeitlichen Entwicklung des Temperatur-
feldes in der Messzelle. Ziel hierbei ist, den Einfluss der dissipierten elektrischen
Energie auf die dichtegetriebene Konvektion abzuscha¨tzen. Fu¨r die Experimen-
te wird nicht die in den letzen drei Kapiteln untersuchte Finger-Morphologie
gewa¨hlt, sondern die sogenannte Homogeneous-Morphologie, da diese wesent-
lich ho¨here Stromdichten ermo¨glicht. Sie ist charakterisiert durch besta¨ndiges
Tipsplitting und eine ra¨umliche Homogenita¨t der Wachstumsgeschwindigkeit,
woraus eine ebene und parallel zur Katode verlaufende Wachstumsfront re-
sultiert. Abbildung 8.1 zeigt ein Beispiel dieser Morphologie. Nach etwa 500 s
findet ein Heckers-U¨bergang statt: die ebene Wachstumsfront bricht in mehr
lokalisierten Zonen aktiven Wachstums auf. In Abbildung 3.8 ist ein Deposit
nach dem U¨bergang dargestellt.
In Abschnitt 8.1 werden zuna¨chst die experimentellen Ergebnisse beschrie-
ben. Diese werden in Abschnitt 8.2 im Rahmen der in Kapitel 2.3 beschriebenen
Grundlagen interpretiert.
8.1 Experimentelle Ergebnisse
In jeweils einem Experiment wird die Temperaturentwicklung vor der Katode
bzw. der Anode bestimmt 1. Der Elektrolyt ist 0,1 M ZnSO4 Lo¨sung, welche
aus Merck p.a. Salz und hochreinem H2O pra¨pariert wird. Eine Gaswa¨sche zur
Entfernung des gelo¨sten O2 wird nicht durchgefu¨hrt.
Beide Experimente werden bei einer konstanten Spannung von 20± 0,003 V
(Eurotest LAB/SL 30) durchgefu¨hrt, die aufgenommene elektrische Leistung
Q˙el ist in Abbildung 8.2 gegen t aufgetragen. Da das wachsende Deposit den ef-
fektiven Elektrodenabstand verku¨rzt und damit den Gesamtwiderstand der Zel-
le verringert, wa¨chst Q˙el in beiden Experimenten mit der Zeit an. Ein Geraden-
anpassung liefert Q˙el =466 mW+0,33 mW/s · t fu¨r die Messung an der Anode,
bzw. Q˙el =473 mW+0,38 mW/s · t fu¨r die Messung an der Katode.
Da die Thermographien, wie in Abschnitt 3.3.2 beschrieben, im Differenz-
bildmodus erzeugt werden, zeigen sie direkt die Temperaturerho¨hung ∆T wa¨h-
1Dies geschah am 6. Februar 2001 im Labor der Firma InfraTec in Dresden mit der freund-
lichen Unterstu¨tzung von Herrn Ju¨rgen Fiebig.
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Abbildung 8.1: Infrarotmesszelle mit Homogeneous Deposit an der Katode, wel-
























Abbildung 8.2: Leistungsaufnahme wa¨hrend der Infrarotmessungen.  Messung
an der Katode, ◦ Messung an der Anode.
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rend des Experimentes an. Auf der beiliegenden CD befinden sich animierte
Gifs 2 der Experimente, jeweils einmal mit konstanter und mit dynamisch an-
gepasster Farbpalette.
Abbildung 8.3 und 8.4 zeigen die Erwa¨rmung an der Katodenseite der Zelle
nach 281 s und 400 s. Die Position des Elektrodendrahtes ist mit einer weißen
Linie gekennzeichnet. Da das Deposit translationsinvariant in x-Richtung ist,
Abbildung 8.3: Thermographie an der Katode 281 s nach Start des Experiments.
Der dargestellte Auschnitt entspricht 5,0× 3,4 cm2. Die weiße Linie kennzeich-
net die Position des Katodendrahtes (y = 0 mm). Fu¨r die Berechnung des in
Abbildung 8.5 dargestellten Temperaturverlaufes wird der Mittelwert der Spal-
ten zwischen den beiden schwarzen Linien gebildet.
sollte das Temperaturfeld die gleiche Symmetrie zeigen und nur von y abha¨ngen.
Die beiden Thermographien zeigen deutliche Abweichungen von diesem Verhal-
ten, bei denen es sich jedoch um Artefakte handelt:
• Die geringere Temperatur auf der linken Seite der Bilder ist ein Randef-
fekt, der aus der hohen thermischen Leitfa¨higkeit des dort aufliegenden
Aluminiumrahmens resultiert.
• Rechts oberhalb der Bildmitte befindet sich ein stationa¨res Temperatur-
maximum. Wie in Abschnitt 8.2 diskutiert wird, weist dieses auf eine
Stelle verringerter Zelldicke hin, woraus eine Erho¨hung des lokalen Wi-
derstandes und damit eine erho¨hte Dissipation folgt.
Fu¨r die weitere Auswertung wird deshalb ein 9,1 mm breiter Streifen kon-
stanter Zellho¨he ausgewa¨hlt, der in Abbildung 8.3 und 8.4 mit zwei schwarzen
2CD: filme/ir
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Abbildung 8.5: Zeitliche Entwicklung des Temperaturfeldes an der Katode (y
= 0 mm). Die Pfeile markieren die Position des Temperaturmaximums.
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Linien eingezeichnet ist. Innerhalb dieses Streifens wird u¨ber alle Datenpunk-
te einer Zeile gemittelt, um eine Temperaturerho¨hung ∆T (y) zu bestimmen.
Deren zeitliche Entwicklung ist in Abbildung 8.5 dargestellt.
Analog dazu zeigt Abbildung 8.6 eine Thermographie der Anode und Ab-
bildung 8.7 die dort gemessene zeitliche Entwicklung des Temperaturfeldes.
Abbildung 8.6: Thermographie an der Anode, 280 s nach Beginn des Expe-
rimentes. Der dargestellte Auschnitt entspricht 5,0× 3,4 cm2. Die weiße Linie
kennzeichnet die Position der Anode (y = 40 mm). Fu¨r die Berechnung des
in Abbildung 8.7 dargestellten Temperaturverlaufes wird der Mittelwert der
Spalten zwischen den beiden schwarzen Linien gebildet.
8.2 Diskussion
Fu¨r die Energiebilanz der Zelle mu¨ssen drei Terme beru¨cksichtigt werden: die
zugefu¨hrte elektrische Energie, die dissipierte ohmsche Wa¨rme und die chemi-
sche Reaktionsenergie. Die Abscha¨tzung in Abschnitt 8.2.1 zeigt jedoch, dass
die chemische Energie vernachla¨ssigbar klein ist.
Die an einem Punkt in der Zelle dissipierte ohmsche Wa¨rme ist proportional
zu dem lokalen Widerstand R(y, t), welcher wiederum von der lokalen Ionenkon-
zentration c(y, t) abha¨ngt. In den Abschnitten 8.2.2 bis 8.2.4 wird diskutiert,
wie sich die Temperaturfelder in der Zellmitte und vor den Elektroden mit Hilfe
der in Kapitel 2.3 dargestellten Entwicklung von c(y, t) verstehen lassen.
Der Beitrag der an den Elektroden auftretenden Temperaturgradienten zur
dichtegetriebenen Konvektion wird in Abschnitt 8.2.5 abgescha¨tzt. Abschnitt 8.2.6
diskutiert die Bedeutung der Thermodiffusion als Transportprozess.





























Abbildung 8.7: Zeitliche Entwicklung des Temperaturfeldes an der Anode, wel-
che sich bei y = 40 mm befindet. Die Pfeile markieren den Abstand, an dem
∆T um mehr als 20 mK von der Temperaturerho¨hung in der Zellmitte (y =
25,6 mm) abweicht.
8.2.1 Bedeutung der chemischen Energie
Nach Atkins (1990) betra¨gt die Standardbildungsenthalpie ∆bH
	 eines Mols
Zn2+ Ionen in unendlich verdu¨nnter wa¨ssriger Lo¨sung -153,89 kJ/Mol. Dieser
Wert ist die Summe der chemischen Energien von drei Teilprozessen:
1. Die Gitterenergie muss aufgewandt werden, um ein Zinkatom aus dem
Metallgitter herauszulo¨sen.
2. Die Ionisationsenergie wird beno¨tigt, um die beiden Elektronen vom Atom-
rumpf abzuspalten.
3. Die Hydratisierungsenergie wird frei bei der Anlagerung der Wasserdipole
an das Ion. Einzig dieser Beitrag ist abha¨ngig von der Konzentration der
Lo¨sung, er verringert sich mit steigendem c.
Da die Reaktionsrate direkt proportional zum elektrischen Strom I ist, gilt






F ist die Faradaykonstante (96485 As/Mol) und z die Ladungszahl der Ionen.
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Fu¨r Zink ist der Proportionalita¨tskoeffizient Q˙chem/I = −0, 8 mW/mA. Aus
dem Vorzeichen folgt, dass an der Anode zusa¨tzliche Wa¨rme aus chemischer
Energie freigesetzt wird. An der Katode wird in dem neu erzeugten Zink chemi-
sche Energie gespeichert, diese stammt jedoch aus der zugefu¨hrten elektrischen
Energie, so dass keine Abku¨hlung der Katode erfolgt. In den Experimenten
fu¨hrt ein Strom von durchschnittlich 30 mA den Zellen eine elektrische Lei-
stung von 600 mW zu. Nach Gleichung 8.1 betra¨gt Q˙chem 24 mW, also etwa 4%
der elektrischen Leistung.
Da c an der Katode nach einer gewissen Zeit gegen Null geht, ist die Na¨he-
rung einer unendlich verdu¨nnten Lo¨sung vernu¨nftig. An der Anode steigt c
wa¨hrend des ganzen Experimentes an, dadurch verringert sich die Hydratisie-
rungsenergie der neu erzeugten Zn2+-Ionen und infolgedessen auch die freige-
setzte Wa¨rme.
Die reale Wa¨rmeproduktion aus chemischer Energie ist somit kleiner 4% und
kann bei der weiteren Diskussion vernachla¨ssigt werden. Diese Schlussfolgerung
ist konsistent mit den in Abbildung 8.7 pra¨sentierten Ergebnissen: die Anode
ist deutlich ku¨hler als die Zellmitte, trotz der zusa¨tzlichen Wa¨rmeproduktion.
Die in Tabelle 8.1 ebenfalls enthaltenen Werte fu¨r Kupfer zeigen, dass die
Bedeutung der chemischen Energie beim Fingerwachstum noch geringer ist.





[ kJMol ] [
mW
mA ]
Zn2+ - 153,9 - 0,797
Cu2+ 64,8 0,336
Tabelle 8.1: Molare Standardbildungsenthalpien der Ionen in unendlich
verdu¨nnter Lo¨sung (Atkins, 1990) und
”
chemische Leistung“ pro mA.
8.2.2 Entwicklung der Temperatur in der Zellmitte
Die an den Elektroden auftretenden Konzentrationsa¨nderungen breiten sich mit
den Konvektionsrollen in Richtung Zellmitte aus. Bis zu deren Ankunft sind
dort die Konzentration cbulk und der Widerstand Rbulk ra¨umlich und zeitlich
konstant. Infolgedessen ist die lokale Erwa¨rmung durch die dissipierte elektri-
sche Energie ebenfalls ra¨umlich homogen. Diesen Eigenschaften entsprechen die
in Abbildung 8.5 und 8.7 in der Zellmitte ersichtlichen Temperaturplateaus, de-
ren Ho¨he mit der Zeit anwa¨chst.
Um den Temperaturanstieg dieser Plateaus zu charakterisieren, ist in Ab-
bildung 8.8 die zeitliche Entwicklung von ∆T im Abstand y = 25,6 mm auf-
getragen. Wie in Abschnitt 8.2.4 gezeigt wird, entspricht diese Entfernung in
etwa dem Punkt, an dem die katodische und die anodische Konvektionsrolle
aufeinander treffen, der mithin also am la¨ngsten als
”
Zellmitte“ bezeichnet wer-
den kann. Die Temperaturentwicklung an dieser Stelle wird im Folgenden mit
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∆Tbulk bezeichnet. Die gute U¨bereinstimmung der beiden Messkurven spiegelt


























Abbildung 8.8: Temperaturanstieg in der Zellmitte (y = 25,6 mm). Die ◦ ent-
sprechen dem Experiment an der Katode,  dem der an der Anode. Die durch-
gezogene Linie ist eine Anpassung von Gleichung 8.4 an die ◦.
Ein einfaches Modell fu¨r den in Abb. 8.8 dargestellten Temperaturanstieg
la¨sst sich unter der Annahme herleiten, dass die ganze Zelle die zeitlich konstan-
ten Werte von Konzentration und Widerstand der Zellmitte teilt. Die dissipierte
elektrische Leistung Q˙el wu¨rde dann zu einer ra¨umlich homogenen Erwa¨rmung
der ganzen Zelle fu¨hren, und einen Wa¨rmestrom Q˙flow:




durch die Zellwa¨nde verursachen (in Analogie zu Gleichung 3.1). T0 repra¨sen-
tiert die Umgebungstemperatur, T die Temperatur im Elektrolyten und Ai und
ki die Fla¨che und den Wa¨rmedurchgangskoeffizienten der iten Zellwand. Ener-
gieerhaltung fu¨hrt auf die Differentialgleichung:







wobei C fu¨r die Wa¨rmekapazita¨t des Gesamtsystems steht. Unter der Na¨herung
Q˙el = konstant, hat Gleichung 8.3 die einfache Lo¨sung:
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Die Zelltemperatur wird mit der Zeitkonstanten τ = C/
∑
i kiAi gegen die
Gleichgewichtstemperatur Tfinal = Q˙el/
∑
i kiAi relaxieren.
Eine Anpassung von Gleichung 8.4 an die experimentellen Daten ist in Ab-
bildung 8.8 dargestellt. Sie liefert als Ergebnis: Tfinal = 9± 0,2 K. Dies entspricht
einem Gesamtwa¨rmestrom
∑
i kiAi von ≈ 60 mW per K Temperaturdifferenz.
Aus dem Vergleich dieses Wertes mit den in Abschnitt 3.3.2 berechneten Er-
gebnissen la¨sst sich schließen, dass etwa die Ha¨lfte der Wa¨rmeabgabe durch
die Elektrodendra¨hte, die Seitenwa¨nde und die nicht zwischen den Elektroden
liegende Fla¨che der Glasplatten geschieht.
8.2.3 Entwicklung des Temperaturfeldes an der Anode
An der Anode gehen Zn2+-Ionen in Lo¨sung und erho¨hen die lokale Konzen-
tration c. In Kapitel 2.3 wird gezeigt, dass die Ausdehnung L der anodischen
Konvektionsrolle auch den Punkt definiert, an dem c wieder auf cbulk abgefallen
ist. Da innerhalb der Konvektionsrolle c > cbulk und somit R < Rbulk gilt, ist
dort die Freisetzung ohmscher Wa¨rme reduziert.
Abbildung 8.7 zeigt ein deutliches Zuru¨ckbleiben des Temperaturanstieges
in einem Bereich vor der Anode. Diese Zone kann mit der anodischen Konvek-
tionsrolle identifiziert werden. Um die Ausdehnung dieses Bereiches zu quanti-
fizieren, wird der Abstand La(t) zur Anode bestimmt, an dem ∆T um 20 mK
gegenu¨ber ∆Tbulk abgefallen ist. In Abbildung 8.7 ist dieser Abstand mit Pfeilen
markiert.
Das zeitliche Anwachsen von La(t) ist in Abbildung 8.9 (a) dargestellt. Eine
Anpassung an die Gleichung:
La(t) = at
b (8.5)
liefert a = 0,13± 0,01 mm und b = 0,78± 0,01. Der Wert des Exponenten b
deutet darauf hin, dass sich die Konvektionsrolle im Immiscible Fluid Regime
befindet. Mit Hilfe von Gleichung 2.27 la¨sst sich dann eine effektive mittlere
Zellho¨he d ≥ 650 µm abscha¨tzen.
8.2.4 Entwicklung des Temperaturfeldes an der Katode
Wie in Abschnitt 2 beschrieben wird, fa¨llt die Konzentration unmittelbar vor
der Wachstumsfront auf Null ab. Diese Zone erho¨hter Dissipation korrespon-
diert zu dem in Abbildung 8.5 mit Pfeilen markierten Temperaturmaximum.
Der in Abbildung 8.9 (b) dargestellte Abstand Lc(t) zwischen dem Temperatur-
maximum und der urspru¨nglichen Katodenposition sollte daher genauso linear
anwachsen, wie die La¨nge des Deposits. Eine Geradenanpassung mit:
Lc(t) = vct + lc (8.6)
fu¨r alle t > 100 s ergibt eine Wachstumsgeschwindigkeit vc = 21,2± 0,4 µm/s.
Dieses Ergebnis stimmt gut u¨berein mit dem aus den gleichzeitig aufgenomme-
nen Digitalfotos bestimmten vc = 20,7± 0,8 µm/s.
Die U¨berlegung, dass sich das Minimum von c unmittelbar vor der Wachs-
tumsfront befindet, fu¨hrt zu der Erwartung lc = 0. Die Geradenanpassung er-
gibt jedoch lc = 2± 0,1 mm. Diese Verschiebung des Temperaturmaximums




























Abbildung 8.9: Zeitliche Entwicklung von (a) dem Abstand La(t) zwischen der
Anode und dem Punkt, an dem die Temperaturentwicklung um 20 mK von
der in der Zellmitte abweicht. Die durchgezogene Linie ist eine Anpassung mit
Gleichung 8.5. (b) dem Abstand Lc(t) zwischen dem Temperaturmaximum und
der Position des Katodendrahtes. Die Anpassung an die ausgefu¨llten Kreise
erfolgt mit Gleichung 8.6.
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in den Elektrolyten kann als Folge der Depositeigenschaften verstanden wer-
den: einerseits sinkt dort die Wa¨rmeproduktion aufgrund der guten elektrischen
Leitfa¨higkeit auf Null ab, andererseits transportiert es die in seiner Nachbar-
schaft entstehende Wa¨rme 190× effektiver ab als der Elektrolyt selbst (James &
Lord, 1992). Dadurch wird es zu einer effektiven Wa¨rmesenke und das Tempe-
raturmaximum etabliert sich erst in einem endlichen Abstand (in dem aufgrund
der Konvektionsrolle immer noch gilt c < cbulk).
Der Treffpunkt der beiden Konvektionsrollen la¨sst sich unter der Annahme
berechnen, dass die Katodische zwar an der Depositfront beginnt, aber dem
gleichen Wachstumsgesetz (Gleichung 8.5) wie die Anodische gehorcht. Die Be-
gegnung geschieht dann in einem Abstand von 25 mm zur Katode und nach
450 s, was mit dem beobachteten Heckers-U¨bergang u¨bereinstimmt.
8.2.5 Einfluss der Temperaturgradienten auf die dichtegetrie-
bene Konvektion
Um den Einfluss der Temperaturgradienten an den Elektroden auf die dich-
tegetriebene Konvektion abzuscha¨tzen, ist in Abb. 8.10 die zeitliche Entwick-
lung der Temperaturdifferenzen zwischen ∆Tbulk und dem Temperaturmaxi-
mum bzw. der Temperatur an der Anode aufgetragen. Aus den Vorzeichen der
Temperaturdifferenzen resultiert eine Abwa¨rtsstro¨mung an der Anode und eine
Aufwa¨rtsstro¨mung an der Katode. Die Temperaturgradienten versta¨rken somit
































Abbildung 8.10: Temperaturdifferenz zwischen ∆Tbulk und dem katodischen
Temperaturmaximum ◦ bzw. der Temperatur an der Anode .
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Um die Sta¨rke ihres Beitrags quantitativ beurteilen zu ko¨nnen, wird die
Temperaturabha¨ngigkeit der Dichte der im Experiment auftretenden Konzen-
trationen gemessen. Dies geschieht mit einem kommerziellen Dichtemessinstru-
ment DMA 5000 von Anton Paar, welches in Appendix D na¨her beschrieben


















Abbildung 8.11: Temperaturabha¨ngigkeit der Dichte an der Anode • (0,25 M
ZnSO4 Lo¨sung) und in der Zellmitte ◦ (cbulk = 0,1 M ZnSO4).
Nach 400 s hat die 0,1 M ZnSO4 Lo¨sung in der Zellmitte eine Temperatur von
etwa 30◦ Celsius erreicht und besitzt eine Dichte von 1012,3 mg/cm3. Mit Hilfe
von Gleichung 2.37 la¨sst sich die Konzentration an der Anode fu¨r diesen Zeit-
punkt mit ≈ 0,25 M abscha¨tzen 3. Dieser Konzentration entspricht eine Dichte
von 1036,4 mg/cm3 fu¨r T = 30◦ C und 1037,4 mg/cm3 fu¨r die tatsa¨chlich ge-
messenen T ≈ 27◦ C. Die Gesamtdichtedifferenz zwischen Anode und Zellmitte
betra¨gt 25,1 mg/cm3, wobei 1 mg/cm3 bzw. 4% von dem Temperaturgradienten
verursacht werden.
An der Katode sind zu diesem Zeitpunkt keine Zn2+-Ionen mehr in Lo¨sung,
die Dichte von Wasser betra¨gt 995,68 mg/cm3 fu¨r T = 30◦ C und 995,38 mg/cm3
fu¨r die beobachteten T ≈ 31◦ C. Der Dichteunterschied zwischen Katode und
Zellmitte betra¨gt 16,9 mg/cm3. Der Beitrag des Temperaturgradienten bela¨uft
sich auf 0,3 mg/cm3, was etwa 2% der Gesamtdichtedifferenz entspricht.
Obwohl die Experimente mit einer relativ hohen Spannung durchgefu¨hrt
werden, bleibt die Gro¨ße des thermischen Beitrags zur auftretenden Gesamt-
dichtedifferenz gering. Dieses Ergebnis erlaubt die Schlussfolgerung, dass der
3j = 580 A/m2, d = 650 µm



















Abbildung 8.12: Temperaturabha¨ngigkeit der Dichte an der Katode  (H2O)
und in der Zellmitte ◦ (cbulk = 0,1 M ZnSO4).
Einfluss der Ohmschen Wa¨rme auf die Konvektion bei Standardexperimenten
vernachla¨ssigt werden kann. Weiterhin rechtfertigt es im Nachhinein die Ver-
wendung der temperaturindifferenten Theorie von Chazalviel et al. (1996) in
Abschnitt 8.2.3. Abweichungen von diesem Ergebnis sind zu erwarten fu¨r Mor-
phologien mit hohen lokalen Stromdichten wie z.B. die von Trigueros et al.
(1992) beschriebene Stringy-Morphologie.
8.2.6 Bedeutung der Thermodiffusion
In bina¨ren Mischungen, welchen ein Temperaturgradient aufgepra¨gt ist, treten
Teilchenstro¨me auf, die wiederum einen Konzentrationsgradienten etablieren.
Die Sta¨rke dieses Thermodiffusion genannten Effektes wird von dem Soretko-
effizient kT/T bestimmt, welcher fu¨r ZnSO4 Lo¨sungen nicht bekannt ist. Fu¨r
eine Abscha¨tzung der Gro¨ßenordnung wird daher der von Rondot et al. (2002) 4
bestimmte Wert kT/T = (6, 8± 0, 4) · 10−3 1/K fu¨r eine 0,5 M KBr Lo¨sung bei
30◦ C verwendet.
Der Beitrag der Thermodiffusion zum Gesamttransport ist vernachla¨ssig-
bar, wie die folgende Abscha¨tzung der Teilchenstromdichten j aufgrund von
Konvektion, Diffusion und Thermodiffusion an der Anode zeigt:
4Hierbei wurde mit Ro¨ntgenmikroskopie der Konzentrationsgradient in einer seitlich be-
heizten Messzelle gemessen, allerdings unter stra¨flicher Vernachla¨ssigung der in dieser Anord-
nung auftretenden Konvektion.
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• Teilchenstrom aufgrund von Konvektion:
jkonv = vy c (8.7)
Eine mittlere Geschwindigkeit vy la¨sst sich auf der Basis der Ergebnisse
in Kapitel 7.1.1 mit 25 µm/s abscha¨tzen. Mit c = 175 Mol/m3, was dem
Mittelwert zwischen cbulk und c = 0,25 M an der Anode entspricht, folgt:
jkonv ≈ 4 · 10−3 Mol/m2s





Die ambipolare Diffusionskonstante Dambi betra¨gt 8, 5 · 10−10 m2/s. Der
Dichtegradient ∂c/∂y wird abgescha¨tzt durch den Quotienten aus Dich-
tedifferenz zwischen Anode und Zellmitte (150 Mol/m3) und La¨nge der
Konvektionsrolle (1,5 cm). Damit folgt:
jdiff ≈ 9 · 10−6 Mol/m2s
• Teilchenstrom aufgrund von Thermodiffusion:






(Scho¨pf, 1992) Der Temperaturgradient ∂T/∂y betra¨gt 200 K/m (3 K auf
1,5 cm). Fu¨r jsoret folgt:
jsoret ≈ 2 · 10−7 Mol/m2s
Kapitel 9
Diskussion
Die Konsistenzbedingung, nach der neue Hypothesen mit anerkann-
ten Theorien u¨bereinstimmen mu¨ssen, ist unvernu¨nftig, weil sie a¨lte-
re und nicht bessere Theorien am Leben ha¨lt. Theorienvielfalt ist fu¨r
die Wissenschaft fruchtbar, Einfo¨rmigkeit dagegen la¨hmt ihre kriti-
sche Kraft. Die Einfo¨rmigkeit gefa¨hrdet auch die freie Entwicklung
des Individuums.
Paul Feyerabend
Eine kurze Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit bein-
haltet die folgenden Punkte:
Die Fingerinstabilita¨t setzt erst nach der Bildung einer zusammenha¨ngen-
den Front des Deposits ein. Die Mehrzahl der Fouriermoden des Frontverlaufs
zeigt ein exponentielles Wachstum mit der Zeit. Mit Hilfe einer strukturierten
Elektrode konnte auch die negative Wachstumsrate einer Mode hoher Wellen-
zahl genau bestimmt werden.
Das Band der instabilen Moden erstreckt sich fu¨r alle Experimente von
der Wellenzahl Null bis zur marginalen Wellenzahl kcrit. Die Dispersionsrela-
tionen geho¨ren somit zum Typ II. Die marginale Wellenzahl und die Wellen-
zahl kmax der schnellstwachsenden Mode sind im Rahmen der Messgenauigkeit
unabha¨ngig von der Zellho¨he und einer leichten Neigung der Zelle gegen die
Horizontale. Eine Erho¨hung der angelegten Spannung fu¨hrt zu einem Anstieg
von kmax bei gleichzeitigem Abfall von kcrit.
Eine Anpassung der Dispersionrelation von Barkey et al. (1989) an die ex-
perimentellen Ergebnisse schla¨gt fehl, da sie zu unphysikalisch großen Werten
der Grenzfla¨chenenergie fu¨hrt. Die Theorie der viskosita¨tsverursachten Finger-
bildung ist unzureichend fu¨r die Erkla¨rung der Dispersionsrelation einer leicht
geneigten Zelle.
An der Anode liefert die Theorie von Chazalviel et al. (1996) eine gute
Beschreibung des Profils und der zeitlichen Entwicklung der dichtegetriebenen
Konvektionsrolle. Die maximale Geschwindigkeit unmittelbar vor der Elektrode
wird jedoch u¨berscha¨tzt.
Die maximale Stro¨mungsgeschwindigkeit an der Katode erreicht einen mit
der Anode vergleichbaren Wert. Das Wachstum des Deposits komprimiert die
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Konvektionsrolle, so dass ihre Ausdehnung an der Fingerspitze kleiner als 0,2 mm
und an der Flanke kleiner als 1,2 mm bleibt. Ein Einfluss der Kupferhydroxid-
schicht auf das Stro¨mungsfeld ist nicht erkennbar.
Ein Vergleich der Ausrichtung der Konvektionsrolle mit den Normalenvek-
toren der Fingerhu¨llkurve zeigt, dass zu Beginn der Instabilita¨t die Entwicklung
der Grenzlinie der des Stro¨mungsfeldes vorauseilt. Es ist nicht auszuschließen,
dass es sich dabei um einen rein geometrischen Effekt handelt.
Die Erwa¨rmung der Zelle durch die dissipierte elektrische Energie la¨sst sich
mit Hilfe der lokalen Ionenkonzentration bzw. dem daraus resultierenden spe-
zifischen Widerstand erkla¨ren: Die Anode ist aufgrund der dort erho¨hten Kon-
zentration ka¨lter als die Zellmitte, die ionenarme Zone vor dem Deposit ist
wa¨rmer. Der (positive) Beitrag dieser Temperaturgradienten zu den gesamten,
die Konvektionsrollen antreibenden Dichteunterschieden ist kleiner als 4%.
Als eher vorla¨ufiges Resultat mu¨ssen die Hinweise betrachtet werden, dass
die Fingerhu¨llkurve oberhalb einer bestimmten La¨nge fraktal sein ko¨nnte.
9.1 Der Mechanismus der Fingerbildung
Ein erfolgreicher Kandidat fu¨r den Mechanismus der elektrodeposiven Finger-
bildung muss drei Fragen beantworten ko¨nnen:
1. Wodurch wird die ebene Front zu Beginn des Experimentes instabil?
2. Die glatte Fingerhu¨llkurve wird durch einen im Vergleich zu anderen Ex-
perimenten niedrigeren Wert von kcrit verursacht. Welcher Effekt fu¨hrt zu
der versta¨rkten Da¨mpfung hoher Wellenzahlen?
3. Was verursacht die Restabilisierung der ebenen Front in einer senkrecht
stehenden Zelle?
Die Hypothese einer vollsta¨ndigen Analogie mit der Saffman-Taylor-Instabi-
lita¨t muss schon im Vorfeld der Befragung ausscheiden. Das Stro¨mungsfeld in
der Elektrodepositionszelle weicht deutlich von dem der viskosita¨tsverursachten
Fingerbildung ab. Weiterhin existiert kein die Front destabilisierender Druck-
gradient.
Als Antwort auf die zweite Frage wird teilweise die Konvektion ins Spiel
gebracht. In der Tat wird in Abschnitt 1.2.2 gezeigt, dass Transportprozesse
ausgleichend und damit insbesondere fu¨r große Wellenzahlen da¨mpfend wirken
ko¨nnen. Die Hypothese scheitert jedoch an der dritten Frage. Wie in Abbil-
dung 6.13 motiviert wird, geht die Ausdehnung der Konvektionsrolle gegen
Null, wenn sich der Neigungswinkel 90 Grad na¨hert. Somit wu¨rde sich auch
der da¨mpfende Einfluss der Konvektion verlieren und kcrit wu¨rde anwachsen.
Genau das Gegenteil davon wird jedoch experimentell beobachtet.
Somit verbleiben im Wesentlichen drei Erkla¨rungsansa¨tze:
1. Eine der in Abschnitt 2.4 erwa¨hnten chemischen Eigenheiten der Finger-
bildung ist die Existenz der Kupferhydroxidschicht. Da auch das Kup-
ferhydroxid von dem wachsenden Deposit reduziert wird, befindet sich
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das Deposit in Wasser. An der Grenzfla¨che zwischen Wasser/Deposit
und Kupferhydroxid kommt es zur Ausbildung einer dynamischen Grenz-
fla¨chenenergie. Da das Kupferhydroxid kontinuierlich produziert und ver-
braucht wird, ist der Konzentrationsgradient u¨ber die Grenzfla¨che stabil
und die Dispersionsrelation zeitunabha¨ngig.
Der Antrieb der Instabilita¨t ist entweder diffusiv, oder die Konvektion
bevorzugt in einem analogen Mechanismus alle aus der Front herausra-
genden Punkte. Die zweite Mo¨glichkeit fu¨hrt zu einer eleganten Antwort
auf die dritte Frage: In der vertikalen Zelle fa¨llt mit der Konvektion auch
der Antrieb der Instabilita¨t weg.
Falls die Instabilita¨t eher diffusiver Natur ist, la¨sst sich die dritte Frage
damit erkla¨ren, dass nach dem Wegfall der konvektiven Durchmischung
der Konzentrationsgradient an der Grenzfla¨che gro¨ßer wird und somit
gema¨ß Gleichung 1.7 die Grenzfla¨chenenergie ansteigt.
2. Die zweite Besonderheit der elektrodeposiven Finger ist ihr hoher Anteil
an Kupferoxid und die deshalb zu erwartende relative Hochohmigkeit.
Gleichzeitig ist der Leitwert des Elektrolyten durch die Natriumsulfatzu-
gabe erho¨ht. Ein stabilisierender Mechanismus ko¨nnte entstehen, wenn
ein kleiner Vorsprung ein ho¨heres elektrisches Potential ha¨tte als der Rest
der Front. Falls die Instabilita¨t konvektiv wa¨re, ko¨nnte auch die erste und
dritte Frage beantwortet werden.
Diese Theorie steht im Widerspruch zu Grier & Mueth (1993), die ei-
ne Da¨mfung insbesondere kleiner Wellenzahlen als Folge eines erho¨hten
Depositwiderstandes vorhersagt.
3. Eine mo¨gliche Ursache fu¨r die netzartige Feinstruktur des Deposits ist die
Elektrokonvektion an den wachsenden Einzelfilamenten (Claret, 2000).
Eine weiterer Erkla¨rungsansatz fu¨r die Da¨mpfung kleiner Wellenla¨ngen
wa¨re die Annahme, dass die Elektrokonvektion stark genug ist, jedes Fi-
lament, das einen Vorsprung gegenu¨ber der u¨brigen Front erzielt, wieder
zuru¨ckzudra¨ngen.
Ich selbst neige zum ersten der drei Erkla¨rungsansa¨tze. Eine endgu¨ltige
Antwort auf die obigen Fragen steht aber auch nach dieser Arbeit noch aus.
9.2 Ausblick
We do feel, however, that this system offers a good opportunity to
study complex growth processes inasmuch as the control parameter
and at least some of the interesting measurements can be made are
electrical in nature and more easily controlled as compared to the
thermal or chemical factors in other pattern forming systems.
Kessler et al. (1988)
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Ein großes Hindernis bei der Formulierung einer konsistenten Theorie ist
die Unkenntnis der physikalischen Eigenschaften und der Ausdehnung der Kup-
ferhydroxidschicht. Falls diese Schicht eine gegenu¨ber dem Elektrolyten erho¨hte
Viskosita¨t aufweist, ko¨nnte sie mit Hilfe der Photonenkorrelationsspektroskopie
(PCS) nachgewiesen werden. Dieses Verfahren misst die Korrelationsfunktion
des Streulichts kleiner Partikel, die durch Brownsche Bewegung in Suspension
gehalten werden. Bei bekanntem Partikeldurchmesser la¨sst sich auf diese Weise
die Viskosita¨t des Fluides bestimmen.
Erste Vorversuche mit Herrn Nitzsche von der Firma Malvern, die solche
Gera¨te kommerziell vertreibt, verliefen vielversprechend. Es existiert allerdings
noch das Problem eine Partikelsorte zu finden, die unter dem Einfluss des Elek-
trolyten nicht koaguliert.
Um die Bedeutung der Elektrokonvektion an den einzelnen Depositfilamen-
ten zu untersuchen, mu¨sste sowohl der Abbildungsmaßstab als auch die zeitliche
Auflo¨sung des experimentellen Aufbaus vergro¨ßert werden. Eine bessere Kennt-
nis der Eigenschaften des Deposits und der Grenzfla¨che ließe sich mit elektro-
chemischen Methoden wie der Impedanzspektroskopie gewinnen. Zur Beant-
wortung der Frage, ob die Finger fraktal sind, wird hingegen nur eine gro¨ßere
Messzelle beno¨tigt, die hochauflo¨sende CCD-Kamera von Kodak scheint gera-
dezu pra¨destiniert fu¨r solch ein Experiment.
Von theoretischer Seite interessant wa¨re u.a. die Frage, wie die Theorie von
Barkey et al. (1989) erweitert werden muss, um realistischere Ergebnisse zu
liefern.
Neben der Fingerbildung existieren eine ganze Reihe weiterer interessanter
Fragestellungen und Morphologien in der Elektrodeposition. Ich glaube, diese
Arbeit ko¨nnte der Beginn einer wunderbaren Freundschaft sein.
Anhang A
Kodak Megaplus 6.3i Kamera
Die Kodak Megaplus 6.3i ist eine hochauflo¨sende CCD-Kamera mit integrier-
tem 8 Bit Analog-Digital-Wandler. Der Sensor besteht aus 3072 × 2048 qua-
dratischen Pixeln, die 100% der 27,65× 18,43 mm2 großen Detektoroberfla¨che
einnehmen. Die Kantenla¨nge der Pixel betra¨gt 9 µm. Die Kamera verfu¨gt u¨ber
einen Bajonettverschluss fu¨r Nikon Kameraobjektive, der die nutzbare Fla¨che










Abbildung A.1: Das Kamerabild einer weißen Fla¨che. Die Angabe der Koordina-
ten erfolgt in Pixeln. 4,7% der Gesamtfla¨che werden von der Objektivhalterung
abgeschattet.
Die Kamera entha¨lt einen Vorversta¨rker mit einer Versta¨rkung v zwischen
0 und 24 dB. Vor der A/D Wandlung kann eine konstante Spannung zu dem
Signal addiert werden. Diese wird mit Hilfe des Blacklevels bl eingestellt, Abbil-
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dung A.2 zeigt dessen Wirkung auf das Histogramm eines Bildes, das aus zwei
unterschiedlich grauen Fla¨chen besteht. Eine A¨nderung des Blacklevels um 100
verschiebt die Grauwerte des Bildes um 26,5 Stufen. Das digitalisierte Signal


















Abbildung A.2: Einfluss des Blacklevels auf das Histogramm einer Grauwert-
stufe: () bl = 0, () bl = −50, (◦) bl = −100, (•) bl = −150.
Der mechanische Verschluss ermo¨glicht Belichtungszeiten tbel zwischen 1ms
und 100 s. Der zeitliche Bildabstand betra¨gt tseq = tbel + 756 ms. Im Experi-
ment ist jedoch meist die Geschwindigkeit, mit der der Mess-PC die anfallenden
Datenmengen abspeichern kann, der begrenzende Faktor. Die Steuerung von v,
bl und tbel erfolgt u¨ber eine serielle Schnittstelle mit 9600 Baud. Weitere Details
findet die Leserin in Kodak (1997).
A.1 Einschaltverhalten und Verschlussanomalie
Um die bereits von Kottmann (1999) beobachtete Aufwa¨rmphase der Kamera
na¨her zu charakterisieren, wird folgende Messung durchgefu¨hrt:
• Die Kamera wird auf eine gleichma¨ßig beleuchtete weiße Fla¨che gerichtet
und zusa¨tzlich defokussiert, um die Homogenita¨t zu verbessern.
• Die Beleuchtung erfolgte durch eine Halogenlampe, die an einem stabi-
lisierten Gleichspannungsnetzteil Statron Typ 3203 betrieben wird. Der
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stationa¨re Betriebszustand von Lampe und Netzgera¨t wird durch einen
einstu¨ndigen Vorlauf erreicht.
• Aus der Mitte des n-ten Kamerabildes werden die Grauwerte g(x, y, n)
eines 50 × 50 Pixel großen Quadrates in einer Datei gespeichert. Dieser
Schritt wird fu¨r N aufeinanderfolgende Bilder wiederholt 1.
• Fu¨r jedes Bild wird der mittlere Grauwert < g(n) >r dieser 2500 Pixel
bestimmt:







g(x, y, n) (A.1)
Abbildung A.3 zeigt die zeitliche Entwicklung von < g(n) >r nach dem
Einschalten der Kamera. Zwei Eigenschaften sind auffa¨llig:
1. Die getrennten Kurven der Kreuze und Punkte zeigen, dass der mittlere
Grauwert des Bildes periodisch zwischen zwei Helligkeitswerten schwankt,
d.h. < g(2n) >r ist immer gro¨ßer als < g(2n + 1) >r.
2. < g(n) >r relaxiert nach dem Einschalten gegen einen festen Wert. Die
durchgezogene Linie in Abbildung A.3 ist eine Anpassung an
g(t) = g∞ + g0 exp(− 1
tw
t) (A.2)
Bei einer mittleren Betriebshelligkeit g∞ von 194,4 betra¨gt der initiale
Helligkeitsabfall g0 2,6 Grauwertstufen. Dieser geschieht mit einer Zeit-
konstanten tw von 560 s.
Um die Ursache der periodischen Helligkeitsschwankungen weiter einzugren-
zen, wird eine Mess-Serie mit Versta¨rkungen und Belichtungszeiten gema¨ß Ta-
belle A.1 durchgefu¨hrt. Dabei wird die Beleuchtung jeweils so angepasst, dass
die Bedingung < g >r ≈ 200 erfu¨llt ist. Nachdem die Kamera ihren Betriebs-
zustand erreicht hat, werden 1000 Bilder eingelesen. Die dritte Spalte in Ta-
belle A.1 gibt die u¨ber die Zeit gemittelte Differenz zwischen den mittleren






< g(2n) >r − < g(2n + 1) >r (A.3)
Ein Vergleich der drei Messungen, die mit tbel = 100 ms durchgefu¨hrt wur-
den, zeigt, dass die Wahl von v im Rahmen der Messgenauigkeit keinen Einfluss
auf ∆g hat. ∆g wird jedoch umso gro¨ßer, je kleiner tbel gewa¨hlt wird. Ein weite-
res Indiz, dass die Grauwertschwankungen ein Artefakt des mechanischen Ver-
schlusses sind, liefert die ho¨rbare Zweierperiodizita¨t des Verschlussgera¨usches.
Alle Experimente in dieser Arbeit wurden mit tbel = 100 ms durchgefu¨hrt, auf-
grund des differentiellen Verfahrens zur Fronterkennung sollte das zu erwartende
∆g von ≈ 1,5 keinen Einfluss auf die Ergebnisse zeigen.
1Der Quellcode des Aufnahmeprogrammes befindet sich im Verzeichnis program-
me/kodak/kameratest der CD.






















Abbildung A.3: Zeitliche Entwicklung des mittleren Grauwerts < g(n) >r . Die
Punkte entsprechen geraden Bildnummern, die Kreuze ungeraden. Die durch-
gezogene Linie ist eine Anpassung an Gleichung A.2 . (v = 10 dB, ∆tbel =
100 ms)








Tabelle A.1: Abha¨ngigkeit der Differenz zwischen den mittleren Grauwerten der
geraden und der ungeraden Bildnummern von der eingestellten Versta¨rkung und
Belichtungszeit.
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A.2 Signal-zu-Rausch-Verha¨ltnis
Das Signal-zu-Rausch-Verha¨ltnisses βSNR einer zeitlich konstanten, aber mit
Rauschen beaufschlagten Gro¨ße X ist definiert als der Quotient aus zeitlichem





Mit der in Abschnitt A.1 beschriebenen Messanordnung la¨sst sich fu¨r jedes





und dessen Standardabweichung σg:
σg =
√∑
n (g(n) − < g >t)2
N
(A.6)
bestimmen. Hierbei werden mit Ru¨cksicht auf die in Abschnitt A.1 gewonnenen
Ergebnisse die geraden und die ungeraden Bildnummern getrennt behandelt.
Beide Teilmengen liefern jedoch identische Ergebnisse.
Abbildung A.4 zeigt die Verteilung der σg fu¨r v = 0db, 8 db und 18 db.
Durch Nachregeln der Beleuchtungsintensita¨t wird bei allen drei Messungen
die Bedingung < g >t ≈ 200 erfu¨llt. Fu¨r die Interpretation dieses Ergebnisses
mu¨ssen zwei Punkte beru¨cksichtigt werden:
• Die Zahl der Photonen P (n), die wa¨hrend einer Belichtungsdauer auf
einem CCD-Pixel einfallen, ist nicht konstant, sondern schwankt um den
Mittelwert < P >t. Fu¨r die Standardabweichung der Photonenzahl σP
gilt gema¨ß der Photonenstatistik:
σP ∼
√
< P >t (A.7)
• Der Grauwert eines Pixels ist proportional zur Anzahl der eingefallenen
Photonen und zur gewa¨hlten Versta¨rkung:
g(n) ∼ vP (n) (A.8)
Da die Messungen mit konstantem mittleren Grauwert durchgefu¨hrt wer-
den, ist die mittlere Photonenzahl umgekehrt proportional zu v:
< P >t∼ v−1 (A.9)
Durch Einsetzen von Gleichung A.8 in Gleichung A.5 und A.6 ist leicht zu
zeigen, dass gilt:
σg ∼ vσP (A.10)
Einsetzen von Gleichung A.7 und A.9 fu¨hrt zu dem Ergebniss, dass allein auf-
grund der Photonenstatisik die Standardabweichung der Grauwerte mit der























Standardabweichung des Pixelgrauwerts σg
Abbildung A.4: Histogramm der Standardabweichung der Grauwerte von 2500
Pixeln. v betra¨gt 0 dB (durchgezogene Linie), 8 dB (gestrichelte Linie) und
18 dB (punktierte Linie). Der mittlere Grauwert liegt jeweils bei ≈ 200.
In Tabelle A.2 sind neben der Versta¨rkung auch die Maxima der σg Ver-
teilungen in Abbildung A.4 sowie der um den Einfluss der Photonenstatistik
korrigierte Wert σg/
√
v angegeben. Die σg/
√
v-Werte nehmen nur schwach mit
v zu, ihr Anwachsen kann auf das Rauschen des internen Versta¨rkers zuru¨ck-
gefu¨hrt werden.
Versta¨rkung Versta¨rkungsfaktor Standardabw. korr. Standardabw.




0 1 0,74 0,74
8 2,5 1,22 0,77
18 7,9 2,46 0,88
Tabelle A.2: Um den Einfluss der Photonenstatistik korrigierte Standardabwei-
chung.
Abbildung A.4 zeigt auch, dass die Kombination aus v = 0 und ausrei-
chend starker Beleuchtungsintensita¨t die geringsten Schwankungen des mittle-





Um die hohe ra¨umliche Auflo¨sung der Kodak Megaplus 6.3i Kamera effektiv
zu nutzen, sind einige U¨berlegungen zur Mikroskopoptik notwendig. Dieser An-
hang fu¨hrt zuerst die entsprechenden Kenngro¨ßen zur Charakterisierung eines
Objektives ein und stellt dann das Rayleigh Kriterium fu¨r den kleinstmo¨glichen
Abstand dmin zweier Punktstrahler vor, die noch als getrennt wahrgenommen
werden. Da die betrachteten Strukturen keine Selbstleuchter sind, muss auch
der Einfluss der Koha¨renz der Beleuchtung beru¨cksichtigt werden. Der dritte
Abschnitt bescha¨ftigt sich mit der Bestimmung der Scha¨rfentiefe, die zumindest
der Ho¨he der Depositionszelle entsprechen sollte. Der letzte Abschnitt motiviert
die Wahl der Blendenzahl im Magdeburger Aufbau aufgrund der Anforderungen
an Auflo¨sungsvermo¨gen und Scha¨rfentiefe.
B.1 Numerische Apertur und Blendenzahl
Die Sta¨rke von Beugungeffekten ist abha¨ngig von dem (Raum-)Winkel, den die
beugende O¨ffnung von der Lichtquelle aus betrachtet einnimmt. Hierfu¨r haben
sich zwei Maße eingebu¨rgert: in der Photographie die Blendenzahl Bz und in
der Mikroskopie die numerische Apertur des Objektivs Aobj.
Die numerische Apertur des Objektivs Aobj ist der Sinus des Winkels
α
2 ,
unter dem die halbe Blendeno¨ffnung d2 in der Objektebene erscheint. Falls der











Bei den so genannten Immersionsobjektiven wird zwischen Objekt und Lin-
senoberfla¨che eine Flu¨ssigkeit mit hoher Brechzahl n eingebracht. Die daraus
resultierende Verringerung der Wellenla¨nge λ ermo¨glicht eine ho¨here Auflo¨sung.
Um diesen Effekt zu beru¨cksichtigen ist die numerische Apertur in der Mikro-
skopieliteratur im Allgemeinen als Aobj = n sin(
α
2 ) definiert. Durch die Wahl
geeigneter Flu¨ssigkeiten sind numerische Aperturen bis zu 1,4 mo¨glich (Go¨ke,
1988).
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Abbildung B.1: Geometrische Gro¨ßen zur Definition von numerischer Apertur
des Objektivs Aobj und Blendenzahl Bz.
In der Photographie wird der wirksame Durchmesser eines Objektivs mit
Hilfe einer Blende eingestellt. Die Blendenzahl Bz ist definiert als der Quotient





Der Zusammenhang von numerischer Apertur und Blendenzahl la¨sst sich









m ist der mit dem Objektiv realisierte Abbildungsmaßstab und b der Bildab-
stand. Damit ergibt sich fu¨r den Objektabstand:




f (m + 1)
m







B.2 Auflo¨sungsvermo¨gen eines Objektivs
Jedes Objektiv ist aufgrund der Beugung an seiner endlich großen Blendeno¨ff-
nung ein optischer Tiefpass. Ra¨umliche Frequenzen oberhalb eines gegebenen
Wertes werden unterdru¨ckt, sie entsprechen Objektdetails, die kleiner sind als
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die Auflo¨sungsgrenze. Diese Erkenntnis geht im Wesentlichen auf Ernst Abbe
zuru¨ck (Hecht, 1991).
Das von einem Objekt ausgehende Licht kann in einer ersten Na¨herung als
aus vielen Punktquellen herru¨hrend angenommen werden. Das Licht jeder dieser
Punktquellen wird dann durch Fraunhofersche Beugung an der Blendeo¨ffnung
zu einem Beugungsbild aufgeweitet. Das Beugungsbild hat dieselbe Symmetrie
wie die beugende O¨ffnung, d.h. das Beugungsbild einer kreisfo¨rmigen Blende
ist rotationssymmetrisch. Wird eine Punktquelle, die Licht der Wellenla¨nge λ
aussendet, durch ein Objektiv abgebildet, so la¨sst sich die Intensita¨tsverteilung













wobei xb der reale Abstand des betrachteten Bildpunktes zur optischen Achse
ist. Abbildung B.2 zeigt diese Intensita¨tsverteilung. Anschaulich handelt es sich
bei dem Beugungsbild um eine kreisfo¨rmige Scheibe hoher Intensita¨t, die von
einigen sehr viel schwa¨cher leuchtenden Ringen umgeben ist. Diese werden auch
Airy-Scheibe bzw Airy-Ringe genannt, zu Ehren des englischen Astronoms Sir
George Bidell Airy, der als erster Gleichung B.5 herleitete. Der Durchmesser
der zentralen Scheibe db ergibt sich durch Einsetzen der ersten Nullstelle xr =




Bezogen auf die Objektebene bedeutet dies, dass eine Punktquelle abgebildet




Die Frage nach dem Auflo¨sungsvermo¨gen eines Objektivs ist die Frage, wie
klein der Abstand zweier (inkoha¨renter) Punktstrahler werden darf, so dass die
Beugungsscheiben noch als von zwei getrennten Objekten herru¨hrend erkannt
werden. Die pragmatische Antwort stammt von Lord Rayleigh und besagt, das
eine Unterscheidbarkeit gerade noch gegeben ist, wenn das Maximum des einen
Airy-Scheibchens mit dem ersten Minimum des zweiten zusammenfa¨llt. Die
Intensita¨t in der Mitte zwischen den beiden Hauptmaxima betra¨gt dann 74 %.




















Abbildung B.2: Intensita¨tsverteilung, die bei Fraunhoferbeugung an einer kreis-
runden O¨ffnung entsteht.
B.2.1 Einfluss der Koha¨renz der Beleuchtung
Gleichung B.7 beschreibt inkoha¨rente Punktstrahler wie z.B. die durch ein Te-
leskop beobachteten Sterne. Mikroskopische Pra¨parate sind in der Regel jedoch
keine Selbstleuchter. Mit speziellen Lichtquellen wie z.B. der in Anhang C be-
trachteten Ko¨hlerschen Beleuchtung la¨sst sich die Koha¨renz des einfallenden
Lichtes regeln. Je kleiner die numerische Apertur der Beleuchtung Abel ist,
desto gro¨ßer wird das Beugungsscheibchen, zu dem jeder Punkt der Lichtquel-
le aufgeweitet wird. Innerhalb dieser Beugungsscheibchen ist das Licht dann
koha¨rent.
Eine genauere Betrachtung (Franc¸on, 1967) zeigt, dass Kontrast und Auf-
lo¨sung sowohl von dem betrachteten Objekt (schwarzes Detail vor hellem Hin-
tergrund oder helle O¨ffnung in dunkler Fla¨che) als auch von dem Verha¨ltnis a





Mit a = 0,6 bis 0,7 wird ein optimaler Kompromiss zwischen Kontrast und
Auflo¨sungsvermo¨gen erreicht (Go¨ke, 1988; Franc¸on, 1967). Gleichung B.7 bleibt
dabei na¨herungsweise gu¨ltig.









Abbildung B.3: Einfluss der numerischen Apertur der Beleuchtung auf die Inten-
sita¨tsverteilung I im Bild eines schwarzen Scheibchens. Der Durchmesser einer
idealen Abbildung entspricht der Doppelpfeillinie. a) entspricht koha¨renter Be-
leuchtung d.h. Abel < Aobj, b) partiell koha¨renter Beleuchtung Abel = Aobj und
c) inkoha¨renter Beleuchtung Abel > Aobj. Die Abbildung wurde aus Franc¸on
(1967) u¨bernommen.
B.3 Scha¨rfentiefe
Die Abbildung mit einem als ideal angenommenen Objektiv ist bei gegebener










Scharf bedeutet, dass ein Punktstrahler wieder auf einen Punkt abgebildet wird,
bzw. auf das kleinstmo¨gliche Beugungsscheibchen, wenn die Wellennatur des
Lichtes beru¨cksichtigt wird. Je sta¨rker der Abstand eines Objektdetails von o
abweicht, umso unscha¨rfer wird es abgebildet. Die Scha¨rfentiefe ist definiert als
der Bereich von Objektabsta¨nden, in dem die Bildverschlechterung akzeptiert
wird, da sie von der Betrachterin noch nicht aufgelo¨st werden kann.
B.3.1 Geometrische Scha¨rfentiefe
Die Wellennatur des Lichts sei zuna¨chst vernachla¨ssigbar. Dann zeigt Abbil-
dung B.4 die Konsequenzen einer Defokussierung: Ein gegenu¨ber der Objek-
tebene um ∆o verschobener Objektpunkt wird nach b + ∆b abgebildet. Im
Bildabstand b erscheint er als Scheibe mit dem Durchmesser . Das ∆o, fu¨r das
der maximal tolerierbare Durchmesser max erreicht wird, entspricht der halben
geometrischen Scha¨rfentiefe tgeo. Bei der Betrachtung mit einer CCD Kamera
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ko¨nnen keine Details kleiner als ein Pixeldurchmesser aufgelo¨st werden, welcher








Abbildung B.4: Punkte in der Objektebene werden in die Bildebene abgebil-
det, Punkte im Abstand o −∆o erscheinen in der Bildebene als Scheiben mit
Durchmesser .
Zur Bestimmung der geometrischen Scha¨rfentiefe tgeo wird ∆o in Abha¨ngig-
keit von  beno¨tigt. Die Linsengleichung fu¨r die defokussierte Abbildung liefert
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Einsetzen des gewonnenen ∆b in Gleichung B.11 liefert mit Hilfe des Abbil-










Da die Scha¨rfentiefezone tgeo Defokussierungen auf das Objektiv zu und von





mit Hilfe von Gleichung B.4 la¨sst sich tgeo auch ausdru¨cken als:
tgeo =
2 (m + 1)
m2
Bz (B.13)
Dieses Ergebnis ist aus der Sicht der Photographin zuna¨chst kontraintuitiv,
da die Scha¨rfentiefe bei gleicher Blendenzahl (d.h. gleicher Lichtmenge) un-
abha¨ngig von der verwendeten Brennweite ist. Die subjektiv wahrgenommene
gro¨ßere Scha¨rfentiefe von Weitwinkelobjektiven gru¨ndet jedoch in ihrem kleine-
ren Abbildungsmaßstab.
B.3.2 Wellenoptische Scha¨rfentiefe
Um den Einfluss der Wellennatur des Lichte auf die Bildverschlechterung bei
Defokussierung zu verstehen, ist es notwendig, die Vera¨nderung der in An-
hang B.2 diskutierten Airyschen Intensita¨tsverteilung zu diskutieren. Verein-
facht betrachtet wird das zentrale Beugungsmaximum umso flacher und brei-
ter, je weiter sich die Punktlichtquelle aus der Objektebene entfernt. Wenn als
Kriterium benutzt wird, dass die Intensita¨t im Zentrum des Beugungsscheib-








4λ (m + 1)2
m2
B2z (B.15)
Fu¨r eine detailliertere Herleitung sei auf Beyer & Riesenberg (1988) verwiesen.
B.4 Wahl der Blendenzahl im Magdeburger Aufbau
Wie in den vorangehenden Abschnitten gezeigt wird, bestimmt die Wahl der
Blendenzahl sowohl das Auflo¨sungsvermo¨gen dmin, als auch die geometrische
Scha¨rfentiefe tgeo und die wellenoptische Scha¨rfentiefe twelle. Tabelle B.1 zeigt
die im Magdeburger Aufbau realisierbaren Kombinationen dieser Gro¨ßen und
begru¨ndet dabei die Wahl der Blendenzahl Bz = 8:
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• Ein CCD-Pixel bildet 7,9 µm Realita¨t ab. Nur fu¨r Bz ≤ 8 ist die Auflo¨sung
des Objektivs besser.
• Die Scha¨rfentiefe sollte mindestens der Zellho¨he entsprechen. Um auch
mit Zellho¨hen von 250 µm arbeiten zu ko¨nnen, muss Bz > 8 sein.
Bz dmin tgeo twelle
[µm] [µm] [µm]
4 3,7 119 91
5,6 5,2 166 179
8 7,4 237 365
11 10,2 326 691
16 14,8 474 1461
Tabelle B.1: Scha¨rfentiefe und Auflo¨sungsvermo¨gen des verwendeten Nikonob-
jektivs (m = 1,14) in Abha¨ngigkeit von der Blendenzahl.
Aus Bz = 8 folgt nach Gleichung B.4 eine numerische Apertur des Objektivs
Aobj von 0,033. Bedingung B.8 fordert somit fu¨r die numerische Apertur der
Beleuchtung Abel = 0,022. Diese Bedingungen wird mit der in Appendix C




Das von August Ko¨hler (1893) vorgestellte Beleuchtungsverfahren ermo¨glicht
die unabha¨ngige Regelung des Durchmessers der beleuchteten Zone dlf und der
numerischen Apertur der Beleuchtung Abel. Dazu wird ein optischer Aufbau aus
zwei Blenden und zwei konvexen Linsen beno¨tigt, der die drei in Abbildung C.1
dargestellten Bedingungen realisiert:
a) Eine Kollektorlinse der Brennweite f1 bildet die Glu¨hwendel in die Ebene









b) Die Aperturblende steht in der Brennebene der Kondensorlinse. Die von
einem Punkt in der Aperturblende ausgehenden Strahlen werden dadurch
zu Parallelstrahlen.
c) Der Abstand b2 zwischen Kondensorlinse und Objekttisch ist so zu wa¨hlen,









wobei aufgrund von a) und b) gilt: o2 = b1 + f2.
Die effektiv wirksame Fla¨che der Kollektorlinse db kann durch die unmittel-
bar daneben angeordnete Leuchtfeldblende kontrolliert werden. Aufgrund von
Bedingung c) la¨sst sich somit auch der Durchmessers der beleuchteten Zone
dlf regeln. Eine Anpassung von dlf an die tatsa¨chlich beobachtete Zone verbes-
sert aufgrund der Reduktion des Streulichts die Qualita¨t der mikroskopischen
Abbildung.
Die Aperturblende beeinflusst drei verschiedene optische Parameter:
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Abbildung C.1: Die drei Bedingungen fu¨r eine Ko¨hlersche Beleuchtung.
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1. Wie durch Vergleich von Abbildung C.1 a) und b) zu erkennen ist, steuert
die Aperturblende den Winkel unter dem die Lichtstrahlen in der Objek-
tebene einfallen, respektive die Lichtquelle vom mikroskopischen Pra¨pe-
rat aus gesehen wird. Der Sinus des halben Winkels α ist die numerische
Apertur der Beleuchtung Abel.
2. Je kleiner die Aperturblende ist, desto sta¨rker werden die von einem Punkt
der Wendel ausgehenden Lichtwellen an ihr gebeugt. Da das Licht inner-
halb des Beugungsscheibchens koha¨rent ist, werden auch alle darinlie-
genden Objektdetails koha¨rent beleuchtet. Objektdetails mit Absta¨nden
gro¨ßer als der Durchmesser des Beugungsscheibchens werden von unter-
schiedlichen Punkten der Wendel und damit inkoha¨rent beleuchtet. Mit
der Aperturblende la¨sst sich so die Koha¨renz der Beleuchtung regeln.
3. Punkt 1) impliziert auch eine Regelung der Helligkeit. Da, wie im An-
hang B.3.2 beschrieben, die optimale Auflo¨sung nur fu¨r bestimmte Werte
von Abel realisiert wird, muß in der Praxis die Bildhelligkeit oft durch an-
deren Methoden wie z.B. Anpassung der Beleuchtungsspannung geregelt
werden.
Eine Anleitung zur optimalen Einstellung der Ko¨hlerschen Beleuchtung eines
handelsu¨blichen Mikroskops findet sich in Go¨ke (1988).
C.2 Dimensionierung
Bei gegebenen Brennweiten f1 und f2 la¨sst sich nur der mit der Kollektor-
linse realisierte Abbildungsmaßstab m1 variieren, alle weiteren Absta¨nde sind
dann fixiert. Im Folgenden findet sich eine kurze Herleitung der Formeln fu¨r die
maximal ereichbaren Werte von Leuchtfelddurchmesser dmaxlf und numerische
Apertur der Beleuchtung Amaxbel in Abha¨ngigkeit von der Glu¨hwendelbreite w
und dem Leuchtfeldblendendurchmesser db.
C.2.1 Maximale numerische Apertur der Beleuchtung






































Abbildung C.2: Bestimmung der numerische Apertur der Beleuchtung Abel
Die maximale numerische Apertur wird realisiert, wenn die Aperturblende ge-
nau den gleichen Durchmesser hat wie das Abbild der Wendel wb. Mit Hilfe des





C.2.2 Maximaler beleuchteter Durchmesser
Wie aus Abbildung C.1 c) ersichtlich ist, ergibt sich der beleuchtete Durch-
messer dlf durch die Abbildung des Leuchtfeldblendendurchmessers db mit dem
Kondensorabbildungsmaßstab m2. Mit Hilfe des Newton’schem Abbildungsge-
setz fu¨r den Kondensor folgt:
dlf = m2 db =
db f2
b1





b1 = (m1 f1) + f1 = f1(m1 + 1)
Einer voll geo¨ffneten Leuchtfeldblende dmaxb entspricht somit ein maximal be-





Da m1 in den Gleichungen C.1 und C.2 einmal im Za¨hler und einmal im
Nenner erscheint, lassen sich dmaxlf und A
max
bel nicht gleichzeitig optimieren.
C.2.3 Dimensionierung des Magdeburger Aufbaus
Wie in Appendix B.4 gezeigt wird, wird die maximale Auflo¨sung fu¨r Abel =
0,022 erreicht. Weiterhin wird gema¨ß der Gro¨ße des Beobachtungsfensters ein
Leuchtfelddurchmesser dlf ≥ 24,3 mm beno¨tigt.
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Diese Anforderungen werden mit dem in Abbildung C.3 dargestellten Auf-
bau realisiert. Zum Einsatz kommen drei Linsen von je 50 mm Durchmesser
und einer Brennweite f = 100 mm. Der Kollektor besteht aus einer Kombinati-
on von zwei Einzellinsen, woraus f1 = 50 mm folgt. Die dazwischengeschaltete
Leuchtfeldblende kann bis zu einer O¨ffnung dmaxb = 40 mm genutzt werden. Der
Abbildungsmaßstab m1 wird mit 2 gewa¨hlt.
Als Lichtquelle dient eine Halogenlampe mit nominell 12 V/100 W, die bei
≈ 40 W betrieben wird. Die Stromversorgung ist ein stabilisiertes Gleichspan-
nungsnetzteil Statron Typ 3203. Der kleinste Durchmesser der Wendel w be-
tra¨gt 3mm.
Unmittelbar hinter der Aperturblende befindet sich ein Interferenzfilter mit
einer Wellenla¨nge von 405 nm, welcher zwei Aufgaben erfu¨llt: 1) verbessert sich
gema¨ß Gleichung B.7 das Auflo¨sungsvermo¨gen mit sinkender Wellenla¨nge und
2) ist die Intensita¨t des ungefilterten Lichtes um mehrere Blendenstufen zu
stark. Da die Gesamtla¨nge der Ko¨hlerschen Beleuchtung 42 cm u¨bersteigt, wird
















































Abbildung C.3: Experimenteller Aufbau in Magdeburg.
Diese Wahl der Komponenten fu¨hrt zu dmaxlf = 26,7 mm und A
max
bel = 0,03 in
U¨bereinstimmung mit den Anforderungen. Der Unterschied zwischen Theorie
und Praxis folgt diesmal aus der Vernachla¨ssigung der spha¨rischen Abberation
der Linsen: die Brennweite einfacher Linsen ist fu¨r randnahe Strahlen deut-
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lich geringer als fu¨r mittelpunktsnahe. Dies hat zur Folge, dass die Homoge-
nita¨t der Beleuchtung, die fu¨r kleine Leuchtfeldblenden sehr gut ist, sich beim
O¨ffnen derselben unakzeptabel verschlechtert. Abhilfe schafft ein Vergro¨ßern
des Abstandes o1 von (errechneten) 75 mm auf 115 mm. Die in Abschnitt 3.1.1
pra¨sentierten Ergebnisse zeigen, dass diese Modifikation zu einer befriedigenden
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Abbildung D.1: Funktionsprinzip des Dichtemessgera¨t DMA 5000
Um die Sta¨rke der dichtegetriebenen Konvektion berechnen zu ko¨nnen, ist
es notwendig, die Temperatur- und Konzentrationsabha¨ngigkeit der Dichte der
Elektrolytlo¨sung zu kennen. Fu¨r CuSO4 und ZnSO4 konnte diese dank der
freundlichen Hilfe von Niels Hoppe und Gerrit Scho¨nfelder 1 mit einem Dichte-
messgera¨t DMA 5000 der Firma Anton Paar bestimmt werden.
Abbildung D.1 skizziert dessen Messprinzip: eine U-fo¨rmige Glaskapillare
wird mit der Probe gefu¨llt und dann elektromagnetisch zum Schwingen ange-
regt. Aus der gemessenen Resonanzfrequenz f kann bei bekannter Federkon-
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m setzt sich zusammen aus der Masse des Glasrohres m0 und der Masse des





Da sich die Probe in einem Thermostaten befindet, la¨sst sich auch die Tem-
peraturabha¨ngigkeit der Dichte bestimmen. Der Eichfehler des Gera¨tes liegt
bei 5 · 10−5g/cm3, die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse ist um den Faktor 50
besser. Eine ausfu¨hrliche Beschreibung des Messprinzips findet die Leserin in
Kratky et al. (1969).
Die Temperaturabha¨ngigkeit der Dichte von 0,1 und 0,25 molarer ZnSO4
Lo¨sung sowie H20 wurde bereits in Kapitel 8.2.5 in Abbildung 8.11 und 8.12
diskutiert. In Abbildung D.2 ist die Dichte von CuSO4 und ZnSO4 Lo¨sungen
in Abha¨ngigkeit von der Konzentration dargestellt. Die Messungen wurden bei
einer Temperatur von 20◦ C durchgefu¨hrt. Die Geraden sind Anpassungen an
die Messwerte fu¨r Konzentrationen kleiner als 0,4 Mol/dm3. Die so ermittel-
















Abbildung D.2: Dichte einer CuSO4(•) bzw. ZnSO4(◦) Lo¨sung in Abha¨ngigkeit
von der Konzentration. Die Temperatur betra¨gt 20◦ C. Fu¨r die Geradenanpas-
sungen wurden nur Konzentrationen kleiner als 0,4 Mol/dm3 beru¨cksichtigt.
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